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Pour vos cours particul

Série n°2: Polynﬁmes'

I-Répondre par Vrai ou Faux. Puis Jusitfier

Soient les polynoémes P(z) = 23 — 3z + 2 et Q(z) = 42° — 32 + 22
1 1 est racine commune des deux polynémes P et
2 Le degré du polynéme P(x) + Q(z) est égal a 8.
3 Le degré du polyndéme P(z) x Q(x) est égal a 15

II- Pour chaque proposition, trouver la seule bonne réponse :

1 Soit f(x) = 2% —42% + |z| — 1 ,x € R est une fonction :
@ Polynéme | @ Rationnelle | @ Ni polynoéme ni rationnelle
2 Soit P,Q et R trois polynomes tel que P(z) = Q(z) X R(z) si deg P =5 et deg @ = 2 alors deg(R) = 7
@ 10 | ® 7 | © 3
3 Le polynéme 323 — 622 + z + 2 est factorisable par :
@ z-1 | ® z+1 | © z-2
4 Soit f(z) = 222 | la domaine de définition de f est :

22248

@ R\{-2,2} | ® Rr\{2} | ©@r

II1. Quel est le degré du polynéme nul 7 Comment appelle-t-on les polynémes dont le degré est égal a 0 7

1 Soit f(z)=a3+42®> +2 -6
@ Vérifier que —2 est une racine de f

() Déduire que f(z) = (z + 2)(az? 4 bz + ¢) ot a,b et ¢ sont des réels i déterminer
(¢) Résoudre dans R ,f(x) >0
(d) Déduire le domaine de définition de R(x) = /f(z)
2 (a) Développer et réduire le polyndme (x + a)(x* + 1)
(b) Factoriser alors g(z) = 23 + 222 4+ z — 2
3 Soit h(z) = %
@ Déterminer le domaine de définition de la fonction A
(b) Montrer que z € R on a : h(z) = %ﬁ”)
(¢) Résoudre dans R ,h(z) <1

Exercice 3

On consideére le polynéme P(z) = (m? —m — 2)z3 — (m + )2 + (m — 2)z +2m — 1
Déterminer le réel m pour que :

1 d°P=3 | 2 apP=2 | 3 aP=1
1 Déterminer le signe du polynéme P(z) = 22 +z + 1

2 Soit la fonction f définie sur R par : f(z) = /(22 +2+1)
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3 Montrer que f2 est un polynoéme de degré 2

4 En déduire que si f est un polynome, alors son degré est égale a 1

M.Diallo

5 Montrer quils existent pas de réels a et b tel que, pour tout réel x : /(22 +x+1)=ax+b

Exercice 5

Les questions sont dans une large mesure tous indépendantes

Classe: 1°".5;

1 Calculer la somme des coefficients du polynome :

P(x) = (1 -2+ 2%)3(1 + 3z — 2?)?

2 Démontrer que V1 + x + z* n’est pas un polynome.

Exercice 6

Soit le polyndéme P défini par : P(x) = 222:2352:3 + i((i:g))((:—_g)) +

Calculer P(a), P(b) et P(c) puis simplifier Pécriture de P(x).

Exercice 7

. A P . z—b)(z—c z—c)(z—a z—a)(x—b
Soit le polynéme P défini par : P(x) = AEa_bgga_cg + B ((b_cggb_a)) + C’((C_a;gc_b)).
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z(z—a)(xz—b)
c(c—a)(c—b) °

1 Vérifier que P(a) = A, P(b) = B et P(c) =C.

2 Soit le polynome @ défini par Q(z) = Ei:ggg:i; + %:Egg__g)) + ((i:zggz:é’))

@ Quel est le dégré maximal de Q7

(b) Déduire de 1) que le polynéme R(z) = Q(z) — 1 admet trois racines distinctes.
@ Que peut-on en déduire pour Q.

Exercice 8

Soit le polynéme h(z) = z* — 622 + 8.
1 Calculer h(—2) et h(2). En déduire que h(z) a quatre racines x1, x2, x3 et 24 que 'on précisera.
2 Soit la fonction f définie par f(z) = ﬁ + =
(a) Déterminer I'ensemble de définition de f.

(b) Factoriser le polynome P(z) = 23 — 2z + 1
(¢) Résoudre dans R I'inéquation f(z) > 0.
a b c d

+ + .
r—x, X—2y T—T3 I—Ty

Exercice 9
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1 Former un polynéme P(x) du 3° degré tel que, pour toute valeur de x, on ait : P(x) — P(x — 1) = 2.

2 En déduire une expression de la somme : So = 12 4+ 22 4 ... 4 n2,

3 Méme question pour un polyndme du 4° degré tel que : P(x) — P(z — 1) = 3.
Déterminer Sg = 13 + 23 4 ... 4+ n3.
Calculer de la méme facon : Sy = 1* +24 4+ ... 4+ n?.
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Déterminer les réels a et b pour que le polynéme P(z) = axz” + bx® + 1 soit divisible par (x — 1)? puis
factoriser P(x) par (z — 1)2.

Déterminer les réels a et b de facon que le polynéme az™ ™t + bax™ + 1 soit divisible par (z + 1)2.

Démontrer que P(z) = (2™ — 1)(2"! — 1) est divisible par (z — 1)(z? — 1).

Soit P(x) un polynéme dont les restes respectifs de la division euclidienne par x+1 et & —3 sont respectivement

4 et —4.
1 Déterminer le reste de la division euclidienne de P(x) par (z + 1)(z — 3)
2 Soit A(z) et B(x) le quotient et le reste de la division de P(z3) par 23 + 1
(a) Déterminer le polynome B(x)
(b) Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme A(z) par (23 + 1)
1 Démontrons que le polynéme P(z) = 2™ — n(x — 1) — 1 est divisible par (z — 1)

Soit f,, le polynome défini par f,,(z) = (z —2)*" + (z —1)" — 1, n > 2.
Montrer que f,,(z) = (x — 2)(z — 1)Qn(z) ou @, est un polynéme a expliciter.

Montrer que pour tout entier naturel, (x — 1)? divisible nz"*2? — (n + 2)2"*! + (n + 2)z — n.
Déterminer le quotient pour n € {1;2;3}

Soit le polyndome P(z) = (x 4+ 1)?" — 2?" — 2% — 1,n € N*.
Factoriser Q,,(r) = 223 + 322 + z puis montrer que pour tout n € N*, P(x) est divisible par Q(x).

Un polynéme L(x) divisé séparément par (x — 2) et (z + 1), donne respectivement pour reste 4 et 7.
Soit R(z) son reste par sa division euclidienne par le produit (z — 2)(x + 1).

@ Expliquer pourquoi on peut écrire R(x) = ax 4+ b oll a et b sont deux réels fixés.

@ Déterminer alors a et b.

Un polynéme p divisé séparément par (x — 1), par (z — 2) et par (z + 2) donnent respectivement comme
reste 6; 18; -3. Quel reste donnera t-il si on le divise par le produit (z — 1)(z — 2)(z + 2).

Déterminer a et b pour que le polynéme x® + ax* + b soit factorisable par (z — 1)2.
Pour quelles valeurs de n le polynéme z™ — a™ est-il factorisable par (x + a)? Trouver le quotient.
Pour quelles valeurs de n le polyndme z™ + a™ est-il factorisable par (z + a)? Trouver le quotient.

Démontrer que le polynéme (x+a+b)3 —x3 —a3 — b3 est factorisable par le polynome (x+a)(z+b)(a+b).

Vérifier que 1 — 2" = (1 —2)(14+z+ 2>+ + 2" 2+ 2" 1)

1
2

3

Montrer que le polynéme nz"*! — (n + 1)z™ + 1 (ot n € N) est factorisable par (z — 1)
Soient a et b deux entiers naturels tels que b =a + 1
@ Démontrer que pour tout entier naturel strictement positif n, a? + b2* —

@ En déduire un diviseur de 121 + 122922 — 1

1 est divisible par ab

Soient P(z) et g(x) deux polynomes tels que ¢(z) = p(z) + 1
(a) Démontrer que [p(x)]*" + [g(x)]™ — 1 est factorisable par q(x).p(x)

@
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(b) En déduire que (x — 2)%" + (z — 1) — 1 est factorisable par (z — 2)(x — 1)

4 Montrer que p(z) = (z +1)?" — 22" — 22 — 1 est factorisable par ¢(z) = z(z + 1)(2z + 1)
Expliciter r(z) tel que p(z) = g(z)r(x)

Plusieurs méthodes existent pour la résolution des questions précédentes, efforcez-vous d’en trouver au moins
deu.

Soit b, ¢, d et e des nombres réels et ¢ un nombre réel non nul et f le polynéme définie pour définie pour tout
réel z par : f(r) = ax* + bz + cx® + dx +e.

(@)

xt

1 On considére la propriété (P) suivante : pour tout nombre réel x non nul, f (%) =
@ Démontrer que si f vérifie la propriété (P), et si « est une racine de f, alors é est également une

racine de f.

@ Démontrer que f vérifie la propriété (P) si et seulement si :

En déduire que 0 n’est pas une racine de f.

2 Soit le polynome H défini par H(z) = 3x* — 823 + 322 — 8z + 3.
Montrer que équation H(z) =0 <= (E):3X?-8X -3=0ou X =z + 1.
Résoudre (E) puis en déduire les racines de H(x).

On se propose de résoudre une équation du troisieéme degré ne possédant pas, a priori, de solution particuliére.
1 Soit le polynéme P(z) = 1023 — 922 + 9z + 1.
@ On pose x = y + h. Déterminer le polynéme Q(y) obtenu en remplagant = par y + h dans P(x).
@ Déterminer h de fagon que Q(y) = 10(y> + ay + () ot a et B3 sont deux réels que 'on déterminera.
2 Cette partie a pour but de déterminer les racines de Q(y).
(a) Déterminer deux réels b et ¢ tels que : f = 4 ¢* et a = —3be.

(b) Prouver que y3 + b® + 3 — 3ybe est factorisable par y + b+ ¢. Effectuer alors cette factorisation.

(¢) Terminer la résolution de I'équation P(x) = 0.

Exercice 18: Polyndmes symétriques

On appelle polyndome symétrique un polynéme dont les coefficients peuvent se lire indifféremment dans un sens
comme dans lautre.

Exemple: f(z) =3z* + 2% — 22 + 2+ 3.

Nous allons voir des méthodes permettant de résoudre l'équation f(x) =0

1 Degré 2: Soit f(x) = az? + bz +a,a # 0
Résoudre f(z) = 0 et dans le cas ot f admet deux racines distinctes, les comparer.

2 Degré 3: Soit f(z) = ax3 + bz? + bx + a,a # 0
@ Montrer que 0 n’est pas racine de f et qui si x; est une racine de f, alors x—ll est aussi racine de f.

(b) Trouver une racine evidente de f et en déduire une factorisation de f(x).

@ Discuter le nombre de solutions de Iéquation f(xz) =0

@ Application: Soit f(r) = 72® — 4322 — 432 + 7
Résoudre I'équation f(z) = 0 et factoriser f(z).

3 Degré 4: Soit f(z) = ax* +ba® + ca®? + bx +a,a #0
@ Montrer que 0 n’est pas racine de f

@ Montrer qui si 7 est une racine de f, alors w—ll est aussi racine de f.

&
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4 Soit y = q:—&—%
f(x)

—— en fontion de a,b,c,y et y?

(a) Déterminer I'expression de g(z) =

@ Montrer que f(z) = 0 revient & résoudre successivement deux équations du second degré.
(¢) Montrer que si b* < 4a(c — 2a), f(z) = 0 n’a pas de solution.

@ Application: Résoudre 1’équation :
122 + 112° — 1462% + 11z + 12

Exercice 19: Clin d'oeil a I'Ultimate Challenge

Soit m # 0 et u deux entiers relatifs, on dit que m est un diviseur de w si et seulement si: il existe un
entier relatif k tel que u = km. Par exemple 2 est un diviseur de 6 car 6 = 2x = 3, en particulier si
m est un diviseur de u alors —m est aussi un diviseur de u. Par exemple comme 2 est un diviseur de 6
alors —2 est aussi; en effet 6 = (—2)(—3).

Soit le polynéme P(z) = 2® 4 sx? + tx + u et a, 3 et 7 ses trois racines (Nous admettons que ces racines
existent).

1 (a) Rappeler expression factorisée de P(x).
@ En déduire une expression de a4+ S+, «af + By + ya et af~y en fonction de s,t et u.

2 Soit m un entier relatif non nul. On suppose que m est une racine de P(z), on suppose de plus que s, ¢
et u sont des entiers relatifs.

@ Justifier que: u = —m? — sm? — tm.

(b) En déduire m est un diviseur de w.

@ Dans le cas ou u = 1, préciser les valeurs possibles de I'entier relatif m.

b b
3 Soit a,b et ¢ trois entiers relatifs, A = % + -+ ¢ et B=—+ ¢ + g.
c a

a c
On suppose A et B sont des entiers relatifs et on se propose de déterminer leurs valeurs.

b
@ A T'aide de 1 former le polynome de degré 3 admettant %, 2 et £ comme racines.
c a

b
@ En déduire a l'aide de @ les valeurs possibles de %, -
c

@ Quelles sont les valeurs de A et B.

et <. Vérifier que |a| = 1b] = |¢|.
a

[ Recommandation ]

La plupart des exercices proposés dans nos series et dans celle-ci, sont corrigés dans le fascicule que nous
avons confectionnés Exercices de Fitness Pro. Nous vous le recommandons vivement, voici un extrait https:
//bit. ly/371J2C1

Disponible :https: //axloutoth. sn/produit/ fascicule-de-maths-lere-s1-s3/.
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