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Exercice 1 : Raisonnement par récurrence
On rappelle que 1x2x3x...xn=n! et on lit factoriellen.

Par convention 0l=1 et n!=n(n—1)

Démontrer par récurrence les résultats suivants :
vnNona:2" > n+1
2">n> vnN
3">nlvnN
_1)k—-1

vn € N ona:[[jo(n+ k) =2"[[;}-1(2k - 1)
vneN (a—b)Xh,a* 1" k) = g — p™
vn N, YR k! <(n +1)!

L 1 1
VnelIN*, H(l——jsl—

i) 2k 2"n!
Soit n un entier naturel non nul.

Démontrerque:cos(;ﬁ):ijz+\[2+\/2+m+\/§ etsin(%)=1J2—J2+ 2+ +2

2

n foisx/_ nfois«/_

En déduire que : #'= lim 2%\/2—J2+ 2+ +42

n-+oo

n fois v

Exercice 2 : Recherche d’une forme explicite

n chiffres
—

Pour toutientier maturel n non nul , on pose U, =111....111 ( Exemple U3z = 111 = cent onze )

n chiffres
/_/%

;d’autre part si a est un chiffre autre que zéro , on pose Sn(a) = a+aa+aaa+.........+ aaa.....aaa
( Exemple S3(9) =9 +99 + 999 =1107) .

1-) Calculer Uy en fonction de n .

2-) En déduire une expression de Sp(1) = Uy + Uz + + Un en fonction de n , puis une
expression de Sn(a) en fonctiondeneta.

3-) Calculer Sn(1) + Sn(2) + + Sn(9) en fonction de Sn(1) , puis en fonction de n

Exercice 3 : Raisonnement par Analyse-Synthése
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Le but de cet exercice est d’expliciter la fonction f Vvérifiant :
f:N = N Injectivetelleque Vn €N, f(n) < n.
1) Calculer £(0),f(1) et f(2).

2) Emettre une conjecture sur la valeur de f(x)
3) MontrerqueVneN, f(n) < f(n+ 1).

En déduire par I’injectivité de f que 1’inégalité est stricte.
4) Montrer alors, par récurrence, la conjecture () faite en 2)

Exercice 4 : Etude de convergence

1) A I’aide des opérations sur les limites, déterminer, la limite de chacune des suites (u,,) puis
conclure sur la convergence

2
2) ”n2%_1*’)%="2+3n;C)un=%—n2;d)un=3—%;e)un=(2—%) :

5
N ow= f4+i-2,

2) A l’aide des opérations sur les limites, déterminer, la limite de chacune des suites (u,,) puis
conclure sur la convergence

Y un=2" =20 un = (3) i O =(5) v =i =0+
371

f) u, = 32" x 273"

3) Déterminer la limite de chacune de suites suivantes (u,,) suivantes définies par :

3"-1 2n—1 1-57 5— 2n—_3n 1+4™
) Up == b uy=—— QU= u, = &) up = Hup, =

3+4n 2N 45%x3M

Exercice 4 () bis Etude de convergence

Calculer les limites des suites définies par leur terme général dans chacun des cas suivants puis
puis conclure sur la convergence

a) u, = sm( ) b) u, _7;+5 0) u, :_n_' Sln( ) d)u, = 142440l

n! n!

n! 1 n2+3-n n!
e) Un = n!—cosn'COS (;) f) Un = VnZ+1+1 : e) Up = nn ; g) Uy = n\/ 2+ (=D
Exercice 5 : Théoreme de Comparaison acte 1

1) A l’aide des théorémes de comparaison, déterminer la limite de chacune des suites (uy,)
suivantes définies par :

COSTL sinn
2) Uy =

;b)u Up = Ou,=CD"n+n?;d)u, =—=—
— 2 . _ 3n+(=D" __sinn __ n+sinn
f) un = 24(-Dn’ 9) un = n+1 ) Un = I) Un = 51

_1)71

_e)u __n+sinn
1’ n-

Exercice 6 : Théoreme de Comparaison acte 2

\/ﬁ+cos%
Vn+1
. 2

a) Montrer que, pour tout entier naturel n # 0, |u,, — 1| < =

Vn
b) En déduire la limite de la suite (u,,).

1) Soit la suite (u,,) définie par u,, =
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sinn—3n?
nZ+1 .
a) Montrer que, pour tout entier naturel n # 0: |u, + 3| < 5

b) En déduire la limite de la suite (u,,).
__3n+cosn

3) Soit la suite (u,,) définie par u, = P

2) Soit la suite (u,,) définie par u,, =

a) Montrer que , pour tout entier naturel n # 0: |un - %| < %
b) En déduire la limite de la suite (u,).

Exercice 8 : Avec de bons gendarmes

i+i+ 1 pour tout

NPINE] Jn'

a) Montrer que pour tout k >1, vk +1—\/Es% et en déduire que pour tout-n>1
2

U, >2Jn+1-2

b) Montrer que la suite (U, ) est divergente.
1 1

= + 4
Jn? 41 n?42

n n
, ——<U < — .
Vn? +n Vp# +1
b) En déduire la suite (U, )est convergente et déterminer sa limite.
3) Soit (wy,) la suite définie dans N* par :jpour tout entier naturel non nul n,

1) Soit (U, ) la suite définie par :U_ =1+

2) Soit (U, ),., lasuite définie par : U,

a) Montrer que pour tout ne IN *

ot

LS SN o) 1 ji 1
"Il wevz n ¥R nAVn LantVE

n n

Pr r : r ier naturel non nul n < —
a) Prouver que : pour tout‘entier naturel non nul n, RS WnS oo

b) Montrer que (w,,) est barné.

c) Montrer que (wy,) est convergente et déterminer sa limite.
u1 = 1
4) Soit (u,),>1 lasuite définie par : { _n+uy
n+1 — n2
a) Montrerque(¥'n >1), u, <2
b) En déduire que (u,) est convergente et calculer sa limite.

c) Montrerque Vn > 1, ﬁ <u, < (nnj 11)2. En déduire la limite de nu,

d) On veut étudier la monotonie de la suite (u,,)
. - n 7 -
i) Montrer que la suite v,, = —— est décroissante.
i) Montrer que pour toutn > 2,onau, = v,
iii) En déduire que la suite (u,,),s, est décroissante.
5) On définit la suite (1,,) parVn € N*: |}, = m 1_ ~— 1
a) Calculer Vet montrer que V,,,; = #
ntq

b) Montrer par récurrenceque: Vvn € N*, 1 — % <Ih<s1
c) Déterminer alors lim V, et lim (U, —n)
n—-+oo n—-+oo

Visiter notre site pour vous ressourcer en Maths-PC-SVT : www.Axloutoth.sn
Siege : Point E (DAKAR)



http://www.axloutoth.sn/

Cours de Renforcement ou a domicile Maths-PC-SVT : 78.192.84.64-78.151.34.44

UO = 2
6) On considere la suite (U,,) définie sur N par Uy =24 Z_ vn>1

n

a- Montrer que pourtoutn > 2onan<U,<n+1
b- Endéduire lim U,

n—-+oo

c- Montrer que (U,,) est croissante
Exercice 9 : Sommes et Produits de termes
A) On considére la suite (U,,) définie par : U,41 = %Un +
1-)Calculer U, , U, et Us.
2-)a-)On pose pour tout n € IN , V,, = +/2U,, — n .Montrer que (V,,) est une suite géométrique
.Préciser la raison et le premier terme .
b-)En déduire 1’expression de U,, en fonction de n .
3-)Calculer S,, = Uy + Uy + -+ U, en fonctionde n .
4-)Déterminer les limites de S,, et U,, en +oo .
B) On considére la suite (U, )définie par: U, =2 , U, =3 et VnelN*\{1},
_ 4U n-1 U n-2
" 3
1-)Calculer U, , U, etU,.
2-) Soit (V. )la suite définie sur IN *par:V, =U, -U_,.
a-)Montrer que (Vn)est une suite géométrique dont on<précisera la raison et le premier terme.

oL et U, =

2
2z V2 3z

U

b-) Exprimer V en fonction de n puis calculer limV, .

N—>+00

c-) On pose P, =V, xV x xV, = ]_[Vk .Exprimer P, en fonction de n.

k=1
d-) Calculer S, =V, +V, + +V, €n fonetion de n puis S, =U, +U, +.......... .+U, en

fonction de n .Déterminer lim S, et lim'S’, .

N—+o0 N-—>-+w0

Exercice 10 : Récurrence homographique

unp+8

On définit la suite (un) sur N par: uo=1et Un+1= TR

1. Calculer uq, u, et us .
2. Soit la fonction h.définie sur ]_71 +oo[ par h(x) = %fl et (H) sa courbe représentative dans un

repere orthonormal (O,1,7) (unité graphique : 1 cm).
a. Construire (H) et la droite (A) d’équationy =x .
b. “En.utilisant (H) et (A), représenter up, Uz ,uz et us .

c. . Que peut-on conjecturer quant a la convergence de la suite (un) ?

. , . -2

3. (vn) est la suite définie sur N par : vy = 3“+2 .
n

a. Calculer vo , v1 et va.

b. Démontrer que (vn) est une suite geomeétrique dont on précisera la raison et le premier terme.

c. Exprimer v, en fonction de n et déterminer la limite de la suite (vn).

d. Exprimer un en fonction de n et déterminer la limite de la suite (un).

Exercice 11 : Tout dépend du parametre a
I) On considére la suite (U,) par: Uy =0, U, =1etU,y; = aU, + (1 —a)U,_; pour tout
n=1let a€lR.
On pose pourtoutn € IN : V,, = U,41 — U, .
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1-) Montrer que (V,,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son premier terme

2-) Exprimer V,, en fonction de n et a puis U,, en fonctionde n et a .

3-) Comment choisir a pour que la suite (U,,) soit convergente ? Quelle est sa limite ?
I1) Soit a un nombre réel positif différent de 1.

1-) On considere la suite (U,,)définie par :Uy, = 2 et U, =

a-)Calculer les deux premiers termes de la suite (U,,).
b-)Montrer par récurrence que la suite (U,,) est définie c’est-a-dire U,, # —a pour tout n € IN

2-)On pose 1, = 2=1

Up+1
a-)Montrer que (V) est une suite géométrique .Préciser sa raison et le premier terme .
b-)Exprimer V,, puis U,, en fonction de n

c-)Etudier la convergence de la (U,,)

1+aUy
a+Up

Exercice 12 : Raisonnement par Absurde et convergence

Soit (u,)nen la suite réelle définie par son premier terme wu, et par la condition:: u,,; = u2 +
U,, pour tout n € N.

1) Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

2) Démontrer que si (u,) ey CONverge, alors lim u,, = 0.
n—-»+oo

3) Démontrer que si ug + u3 < 0, alors la suite (u,),e diverge.
4) Démontrer que si uy + u3 < 0, alors pour toutn € N,ona: —1 < u, < 0.
Conclure sur la convergence de la suite (u,)nen-

Exercice 13 : Sommes télescopiques

1

n —
k=1 (k+1)
1) Déterminer les réels a et b téls que =2y b

k(k 1) k k+1
2) En déduire la limite de (w;,).
. 7 1
3) Calculer alors xgg-nw Zk:l_—k(k+1)(k+2)
Déterminer Ies limites.des suites suivantes :
Sn = 2k=1 e (|nd|cat|on 0S5, < ﬁ)

Sp =Y 4 = (|nd|cat|on 0<S§, < )

2

A) Soit (u,) la suite définie par n > 1 par un 7

n
— (n+ 1)2
n

2 <5 <
Sn = Yreq N (|nd|cat|on w1 Sn_n+1)

” <S <
Sn 1\/_ (Indication, J_ < S, Jﬁ)
Spo= YR, (—1)™" *k! (Indication, S,, = (2n)! — (2n — 1)! Et Soitn € N*, on pose S,,

1 =
2 =1 kUk
n+1 1

a) Montrer que Vn € N*, S, n T oo = akk he1 kU, —1
b) En déduire que Vn € N*, (S, il

2n n

1
c) Montrer que la suite (S,,) converge vers 3
<1 . fgros . 1 4 7 3n-2 3p-2
D) On considére la suite (S,,),»; définie par: S,, = ctotat At = p=1 o
3k—2 1 3
5k E + sk+1

1) Montrer que Vk € N*,on a: Sy41 — Sk =

2) En déduire :
a) Le sens de variation de la suite (S,);>1
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b) Larelation: S,;; = % + %Sn + 23—0(1 - Sin) ,Vn € N*

3) Déduire des résultats du 2) que la suite (S,),>; €st majorée.
4) Montrer que (S,,),=1 COnverge et calculer sa limite.

Exercice 14 : Suites de polynémes
On considere la suite des polyndmes définies ainsi : f(x) = 1; f1(x) = x;

Pourtoutn € N, f5,,5(x) = 2xfp12(x) — fr(x)

1) Calculez f_i(x) pour i € {2,3,4,5}

2) a) Démontrez que si, pour p = 0, les mondmes de £, (x) sont tous de degré pair, et les
mondmes f,,.(x) sont tous de degré impair, alors tous les mondmes de f,,.5(x) sont de
degré pair
b) Démontrez que si, pour p = 0, les monomes de f5,,.1(x) sont tous de-degré impair, et les
mondmes de f5,.,(x) sont tous de degré pair, alors tous les monomes'de f;,3(x) sont de
degre impair
c) Déduisez de ce qui précéde que le polynéme f,,(x) a tous ces monémes de degré pair
lorsque n est pair et tous ses mondmes de degré impair lorsque-z est impair (pour tout n € N).

3) Onpose: f,,(x) = a,x™ + byx™? + -+, pour tout n > 2
a) Démontrez que (a,) est une suite géométrique. Calculez a,, en fonction de n
b) Démontrez que b,., = 2b,.; — a,. Déduisez-en que'b,, = —n. 2" 3,

4) a) Démontrez par récurrence que f,(1) =1

b) Démontrez par récurrence que : f,(—1) =4 quand n est pair ; f,,(—1) = —1 quand n est
impair.

Exercice 15 : Suites récurrentes
Wo = 2

Wns1 =

A) Soit (w,,),,»1 la suite définie par : { _ (+2wpH2(n® + n—1)

(n+ 1)2
1. Montrer que la suite (w,)e€st décroissante.
2. Montrer que la suite (w;,) est.convergente et calculer sa limite .
3. Calculer w,,; — [ enfonction de w,, — [
4. En déduire w,, en‘fonction de n.
xO = 2
1
n+ 1

B) Soit la suite (%;,),en définie par : {xn+1 = 2% +

1. Montrer que pour toutnde N, x,, > 1

2. Etudierlesvariations de la suite (x;,)

3. Montrer que la suite (x,,) est convergente.
4.4-En déduire la limite de la suite (x;,)

C) 'Soit 8 un nombre réel tel que 0 < 6 < g
wy = 2cos6 N
vn €
Wii1 =42+ Wy
a) Calculer les trois premiers termes de la suite en fonction du réel 6.
b) Démontrer par récurrence que Vn € Nona:w, = 2cos ( o )

on

La suite (w,,) définie par : {

c) Soit (k) lasuite définievn € Npar: k, = Zin. Déterminer la limite de cette suite.

d) En déduire que la suite (w,,) est convergente et calculer sa limite.
Exercice 16 : Suites récurrentes d’ordre 2
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Soit (u,) une suite numérique définie sur N par la donnée des deux premiers termes et par la
relation : u,,, = 6uy,; —9u, ; neN

On considere la suite (v,) définie sur N par : un= 3"v,

Exprimer Vn+1—Vn en fonction de vn—vn1 . Exprimer alors vn+1—vn en fonction de vo et vi.
Exprimer alors vn puis un en fonction de n, uo et us.

On suppose que up=1etuy=3.

Préciser la nature des suites (u,) et (uy).

Exprimer en fonctionden, Sp=uo+ui+...+ Un .

Etudier la limite de la suite (u,).

Exercice 17 : Suites Adjacentes

Définition : Deux suites (u,) et (v,,) telles que (u,,) est croissante, (v,) est décroissante, que pour
tout entier n, u,, < v, et que lim(u,, — v,,) = 0 sont dites adjacentes. Deux suites adjacentes ont la
limite. Tout nombre réel défini par des suite adjacentes.

I-) Préliminaire : Montrer que pour tout réel a et b strictement positif tel que @ = b alors :

Va—-+vb<+va-> .

0 <uy <wy
11-) Soient (uy,) et (v,,) deux suites définies par :{ Un+1 = v Un¥n ¥ 1.2 0

_ Untvy
Une1 =5, Vn=0

1-) Démontrer par récurrence sur n que (u,,) et (v,) sont des suites strictement positives.
2-)a-) Calculer v2,; — uZ,, eten déduire que Vn = 0, u, < v,

b-) Démontrer que (u,,) est croissante et (v,,) est décroissante .

c-) Démontrer par récurrence sur n que vV n = 0, on

1 n
0<v,—u,< (E) (vo —up) -
d-) Que peut-on dire des suites (u,,)-€t (v,,)? Montrer qu’elles convergent vers la méme limite.
Exercice 18 : Suites emmélés

Soit (a,,) et (b,,) les suites réelles définies sur N par : aq = 2, by = 4 et pour tout entier naturel n,
Qns1 = 7 (@ + 3by) €t byypr= 2(3a, + by).

1) Soit (u,) la suite réelle definie sur N par u,, = a,, + b, -

Montrer que la suite (u,,) est constante.

2) Soit (v,) lasuite reelle définie sur N par v, = a,, — b, *

a) Montrer que (v,,) est une suite géomeétrique convergente.

b) Exprimer v, en fonction de n.

3) Exprimer a,, et b, en fonction de n. Montrer que les suites (a,) et (b,) convergent vers la
méme limite.

Exercice 19 : Suites imbriquées

Soient deux suites (u,,) et (v,) telles que : uy = vy = >

1 {unﬂ = 0,6u, + 0,3y,

Vpe1 = 0,4u, +0,7v,

a, =u, +v,

On pose alors pour tout entier naturel n: {bn — 4u, — 3v,
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1) Montrer que (a,) est constante.

2) Montrer que (b,,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
3) En déduire I’expression de u,, en fonction de n, puis celle de v, en fonction de n.

4) Démontrer que (u,) converge et donner sa limite

Exercice 20 : Méthode de HERON

A. Approche de racine de v2

2
1) a) Pour tout réel a strictement positif, montrer que v/2 est compris entre a et —
a

1 2
b) Montrer que, pour tout réel a > 0 : JE < E(a + —)

d

3

2) Soit la suite (U,,) défini =3
oit la suite (U,,) définie par : ) )

Uns1 = E(Un + U_n)
a) Montrer que la suite (U,,) est positive et minorée par v2

b) Montrer que U,y — U, = %(2 — U?%). En déduire que” (U,,) est décroissante

. 2
3) Démontrer que, pour tout entier naturel : U, (=2 = % Upi1 — \/E)

4) a) Démontrer que : U, —+/2 < 1, puis gue “0.< U, —V2 < %(Un —2)

l n
b) En déduire que: O0< U  — \/E < (—) . Démontrer que lim U,, = V2
2\/5 n—oo

B. Généralisation : approche de va
vy >0
Soit la suite (v,,),7en par : 1 a\ avec a un nombre réel non nul et n € N.
Un+1 = ( n t _n)

. Pour quelle valeur,de v, la suite (v,,) est— elle constante ?
. Montrer quelquende N, v, > 0

On suppose dans la suite : ug> —a # 0

Montrer que pour tout n de N : v, # a

Montrer que pour tout entier naturel n, v,,,, —va = % (v, —Va)?
n

Montrer que pour tout n de N,v,, .4 + Va = % (vn + \/5)2
n

Montrer que si (v,,) est convergente alors elle converge nécessairement vers va

Montrer que (1) est strictement décroissante et qu’elle est convergente. Calculer sa limite.
v, —Va

vy + Va

Calculer w,,,; en fonction de w,,.

En déduire w,, en fonction de n et w,

Calculer alors lim wy et lim v,

n-—-+oo n—-+oo

Soit pour toutnde N : w,, =
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5. On suppose que : vy = %x/E

a- Montrer que pour tout n de N : v, > +/a
1
b- Montrer que pour toutnde N : v,,; —+Va < E(v" —+a)

n
c- Montrer que pour toutnde N: v, —+va < G) Va. En déduire lirJP Up.
n—->—+4oco
Correction de la récréation mathématique :
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