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Cours d’encadrement d’Excellence
Scientifique de Axlou Toth

Exercice 1 :
On considere le polynome  P(x) =(m* —m—2)x° —(m+1)x* +(m—2)x+2m<1

Déterminer le réel m pour que :
a) d°P=3; Db)d°P=2 ; c¢)d°P=1

Exercice 2 :
Déterminer les coefficients a et b pour que :
Le polyndme x* — 6x3 + ax? + bx + 1 soit le carré d’un autrepolynome.

Exercice 3 :
Soit P(x) = 2x* — x3 - 10x? + 3

1) Déterminer un polynéme Q(X) et le polynéme-R(x) du/premier degré, tels que :
P(X) = (x? - 2x- 1)Q(x) + R(x)

2) En déduire le reste de la division de P(x) par (x—]—«/§).

3) Déterminer P(1-+/2).
Exercice 4 :

On considére le polyndme P(x)'= x>=4x — 1 admettant trois racines o, et y

1) Sans calculer ces racines, calculer les nombres
1 1
- + -
2 2
B v

1 1 1 1
A=a+B+y ; “B=opf+By+ya ; C=afy ; D=—+—+— et E=—2+
a B vy a

2) a) Effectuer ladivision de x’ par P(x)
b) Caleulers. F=a” + B7 +y’

Exercice 5 :
Déterminer un polyndme de degré 3 tels que :
P(x) divisé par x? + x — 2 donne un reste X + 6

P(x) divisé par x — % donne pour reste 1 et de plus p(—1) = 0.

Exercice 6 :

Soient a et b deux nombres réels distincts. On définit le polynéme P(x) par :
P(x) =a’(b—x)+b*(x—a)+x*(a—b)

Démontrer qu’il existe un polynéme P tel que, pour tout nombre réel x :
P(x) = (x—a)(x —b)P,(x)
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Quel est le degré de P, ? Déterminer P1. En déduire une factorisation de P(x).

Exercice 7 :
Soit f un polynéme tel que f(x) = x> +ax* +bou a et b sont de réels.

Trouver les réels a et b pour qu’il existe un polynéme g tel que, pour tout réel x : f (X) = (x —=1)*g(x)

EXERCICE 8 : (Les questions sont indépendantes)
1) Calculer la somme des coefficients du polyndme P(x) = (1 — x + x)3(1 + 3x — x?)%

2) Déterminer un polynéme P de degré 2, divisible par (x+1) et dont les restes de la division par

(x+2) et par (x-2) sont respectivement 1 et 9.

3) Déterminer les réels m, n et p pour que P(x) = x>+ x*-6x3+ mx? + nx + p soit factorisable par
(X-2)(x+3)(x-1).

4) Démontrer que P(x) = (x - 2)?"+ (x - 1) " -1 est divisible par x> — 3x + 2.

5) Démontrer que P(x) = (x"-1) (x"** -1) est divisible par (x - 1)(x? - 1).

6) Démontrer que P(x) = x" —n(x - 1) — 1 est divisible par (x - 1),

7) Démontrer que h(x) = V1 + x + x* n’est pas un polynome.

8) On considere I’expression f(x) = (X + mf + (X — m)g
Démontrer que f est une fonction polynéme dont on précisera le degré.

9) Déterminer P(x) polyndme de degré 6 divisible par (x - 1)° et tel que 1 + P(X) soit divisible par
x4,

10) Démontrer que P(x) est divisible par (x - 1) si et seulement si P(x + 1) est divisible par x3.
11) Déterminer a et b pour que P(x) = ax’+bx® + 1 soit divisible par (x - 1)2 puis factoriser P(x).
12) Soit P(x) = x* + x* + 1. Déterminer aet b tels que x? + ax + b divise P(x).

13) Soit P(x) = x* + px? + q. Déterminer p et q tels que x2 + 2x + 5 divise P(x).

14) Soit P(x) = x* + ax + . Démontrer que : P posséde une racine double ssi 4a*+27p2 = 0.

15) Soit P(x) = x2%°. La.division euclidienne de P(x) par x>-x-2 donne un reste de la forme ax+f.
Déterminer a et B puis.vérifier qu’ils sont des entiers naturels.

16) Soit p(x) un polynéme et q(x) = p(x) + 1. Démontrer que [p(x)]*" + [q(X)]" -1 est divisible par
p()a(x).

Exercice 9

1) Montrer que si P et Q différents du polynéme nul, alors le produit P xQ n’est pas le polynome

nul, (Utiliser le degré)
2) Endéduire que si le produit P xQ est nul, alors P ou Q est nul. Cette propriété est-elle vraie

pour toutes les fonctions numériques ?
0 ,six<0

3) Soit f la fonction numérique définie par : f(x):{ s, .
X" =X ,six>0

Vérifier que, pour tout x de IR : f (x)( f (x) - (x*—x*)) =0.

x> —4x ,six<0

Soit g la fonction définie par : g(x) ={

x*-5x ,six>=0

Par un raisonnement analogue, montrer que g n’est pas une fonction polyndme.
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Exercice 10 :

Soit n étant un entier naturel on désigne par f, le polyndme défini par : f (x) =nx"* —(n+1)x" +1
Démontrer qu’il existe un polyndme gn tel que, pour tout réel x : f_(x) = (x—1)*g, (X)
Exercice 11 :
Soit f,(x) le polyndme de degre p + 1 avec p € N* tel que :
fo(x) — f(x— 1) =xP etf,(0) = 0.
Soit Sy, la somme définie par : S, = 1P + 2P + -+ + nP.

1) Prouver que f;,(x) est divisible par (x* + x)

2) Déterminer le polynéme f;,(x) pour p € {1,2,3}.

3) En deduire la somme S, en fonction de n pour p € {1,2,3}.
Exercice 12 :

Calcul de lasomme S, = Zn:(Zk +1)°

k=1
1) Déterminer tous les polynémes P(x) de degré 3

Vérifiant vne IN® P(x+1)-P(x) = (2x +1)2

En déduire que : Vne IN,

n

S, =12 43° +...+(2n +1)2 :Z(2k+1)2 4 (n+1)(2n;rl)(2n+3)
k=1

2) Démontrer qu’il existe un unique polynome P de degré 3, qui s’annule en 0 et vérifie pour tout
nombre réel x : P(x+1) — P(x) =x?
Soit n un entier naturel supérieur.ou€gal a 2.
> an(n+1)(2n+1)
. 6
Vérifier ce résultat sur.quelques exemplesn =5 etpour n=7

En déduire que 17 +2° +...+n

Exercice 13 :

Soit le polynémep(x)=a*(b—x)+b*(x+a)+x*(a-b).
Oua, b etie’sont trois réels distincts.
1) Calculer p(a) et p(b).
2)' Soit le polynéme F(x) = p(x)— p(a) .
a) Montrer que F(x)= p(x)— p(b).
b) Prouver que F(x) est divisible par (x —a)x—b).
Montrer que F(c) est divisible par (a —b)c —a)(c —b).Déterminer alors le quotient.

Exercice 14 :

1) a, b et c sont trois réels distincts. On considere le polyndme P défini par :
(x—a)(x—b)_l_ (x=b)(x—0¢) N (x—c)(x—a)
(c—a)(c—b) (@a-b)a—c) (b-c)(b—a)

P(x) =

Visiter notre site pour vous ressourcer en Maths-PC-SVT : www.Axloutoth.sn
Siege : Point E (DAKAR)



http://www.axloutoth.sn/

Cours de Renforcement ou a domicile Maths-PC-SVT : 78.192.84.64-78.151.34.44
Calculer P(a), P(b) et P(c). En déduire que pour tout réel x : P(x) = 1.

. __a’(x-b)(x—c) , b’(x—c)(x—a) , c*(x—a)(x—b)
2) Soit PO =Ty Y oot T D
Calculer P(a), P(b)et P(c) puis en déduire que P(x) = x?,VXx € R

Exercice 15 :
Soit le polyndéme

2

1) Montrer qu’il existe un polyndme R, (x) tel que

(x):(x+1)2k _x2K oy _q (k e IN*) et soit Q(x)=x(x+1)(2x+1)

vne IN*, Pk (x) =Q(X)Rk (x)
2) Si oui, expliciter R, (x)etR, (x)
Exercice 16 :

On appelle polyndme symetrique un polyndéme dont les coefficients peuvent se lire
indifféremment dans un sens comme dans 1’autre.

Exemple : f(x) =3x* +x3 —x? +x+ 3
Nous allons voir des méthodes permettant de résoudre 1’équation f(x) = 0.

1) Degré 2: Soit f:x — ax? + bx+a,a # 0
Résoudre f(x) = 0 et dans le cas ou f admet deux racines distinctes, les comparer.

2) Degré 3: Soit f:x — ax® + bx? + bx + a,a# 0
a) Montrer que 0 n’est pas racine de-fet que si x, est une racine de f, alors Xl est aussi racine
1
de f.

b) Trouver une racine évidente de f et en déduire une factorisation de f(x)
c) Discuter le nombre de.solutions de 1’équation f(x) = 0

d) Application :
fix +— 7x3 — 43x% — 43x +7

Résoudre 1I’équation f(x) = 0-et factoriser f(x)

3) Degré4: Soitf:ix+— ax*+bx3+cx?+bx+a,a#0

a) Montrer que 0 n’est pas racine de f et que si x; est une racine de f, alors Xi est aussi racine

1
de f.

Soity'=x + i

Déterminer 1’expression de g(x) = % en fonction de a, b, ¢,y et y?
b). Montrer que f(x) = 0 revient a résoudre successivement deux équations du second degré
¢) Montrer que si b? < 4a(c — 2a), f(x) = 0 n’a pas de solutions.
d) Application :

Résoudre I’équation :
12x* + 11x3 — 146x% + 11x + 12

Exercice 17 :
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A) Déterminer les polyndmes P du second degré tel que P(x?) = (x? + 1)P(x).

B)On se propose de déterminer 1'ensemble des polynomes P vérifiant:
P(x?) = (x* + 1)P(x) (1)
1. Vérifier que le polynéme nul est solution de (1).
2.S0it P(x) = boub € R.Montrer que si P est solution de (1) alorsb = 0
3.Soit P un polynéme non constant de degré n non nul
a) Donner les degrés des polyndmes P(x?) et (x? + 1)P(x)
b) En déduire le degré de tout polynéme P solution de (1)

c) Déduire de la question A) les solutions de (1)

Exercice 18 :

Soita € R etP(x) = apx™ + ap_1x* 1+ -+ a;x +a, un polynometel que a,, # 0.

1) Montrer que si Vx € R, P(x) = (x — @) Q(x) ou Q(x) est:un polynéme alors o est une
racine P(x).

2) On se propose d’établir la réciproque
a) Montrer que Vx € R,P(x) —P(a) = ap,x" —o®) + ap_, x" 1 —a® 1) + .- +

a(x—a)

b) En déduire que P(x) — P(a) est factorisable par (x — o).
c) Montrer alors que si a est racine’de . P(x) alors P(x) est factorisable par (x — o).

3) Déduire de ce qui précede que P(x) est factorisable par (x — «) si et seulement si « est une
racine de P(x)

4) On suppose que o est une racine P(x). Déterminer en utilisant la question 2) c) le
polyndme Q(x) tel que P(x) = (x — 0)Q(x),Vx € R
Application :

Soit P(x) = ax® + bx? +.ex +d ou a, b, c et d sont des réels tels que a # 0.

Ondonnea=—-3,b=-2,c=0etd =—-1.
a) Montrer que —1 est une racine de P(x).
b) En utilisant la.question 4) factoriser P(x).
c) Résoudre dans R I’inéquation P(x) > 0.

Pensée :

« En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue »
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