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« Ta seule limite est celle que tu t’imposes » 

Exercice 1 : Foire aux Limites : Jusqu’à ce que vous atteignez vos limites       ! 

1) Calculer les limites suivantes : 

; lim
x→3

x−3

√x+1−2
; lim
x→1

x²−4x+3

−x2+5x−4
 ; lim
x→−3

x3  +   4x²   +  2x−3

x² + 5x − 6 
; lim
x→2

8 −  x3

x² −  4
 ;  lim

x→√3

x² −2x +3+√3

−x + √3
 ; lim
x→1

2− x  + x²

1 + x−2x²
 ; 

lim
x→1

−x2−x+2

x2−2x+1
    ;   lim

x→1+

x² +  x+1

1 −  x
 ; lim
x→1+

(
x²+ 1

1−x
) ; lim

x→2−

3x² −  1

4 −  2x
 ;  lim

x→2
(
x3 −   8

x −  2
) ; lim

x→−1−
(
x²+1

x+1
)  ;   

lim
x→2

√x+7−3

√x+2 −2
 ;   lim

x→2

√ x +7   −   3

x² −  4
 ,  lim

x→−2

√6x²+1 −5

x +  2
 ; lim
x→0

x [√4 + 
1

x
  −   2]  ;  lim

x→1

x√x  −  1

x²−  1
 ; lim
x→−2

√4−x2

x+2
 

lim
x→2

√x+2−2

√2x+5−3
; lim
x→3

2x−√x+1−4

x2−2x−3
 ;lim
x→3

√x   −   √3  + √x −  3

√x² −  9
 ; lim
x→4

√x +  5 −  3

x−4
 ;lim
x→0

√x +1−1

x² +  2x
 ;lim
x→0

√1+x²−1

√x
  ; 

lim
x→1

x√x −  1

x² −  1
 ;   lim

x→0
(
√x +  4 −  √3x  +  4

√x +  1 −  1
) ;  lim

x→4

x−√x−2

√x−2
 ; lim
x→−3

√1−x−2

√6−x−3
  ;  lim

x→4

x√x−8

4−x
 ; lim
x→1

√x² +  2 − √3x

x −  1
 ; 

lim
x→3

x −  3

√x +  6 −  3
 ; lim
x→2

√x +  7 −  3

√x +  2 −  2
  lim
x→4

√x +  5 −  3

√3x +4 −  4
 ;  lim
x→2

√x² −  x    − √2x −  2 

x² −  x −  2
; lim
x→0

x

√1+x2−1
  

 lim
x→3

−2x+5

√−2x2+5x+3
 ;  lim
x→1

√x² +  x +  2 −  x −  1

x² −  1
 ;  lim
x→2

1−√2−√7−3x

1−√2−√
1

5−2x

 

2) Calculer les limites suivantes : 

 lim
x→+∞

√ 2x²

x −  1
 ; lim
x→−∞

3x+2

√x2+1
 ; lim
x→+∞

√1+x2 +2x

x
 ; lim
x→−∞

2x + √x2 + 1 ; lim
x→+∞

√x²+1−1

√x²+2−1
 

lim
x→−∞

(√x² + 3x + 1 + x + 2) ; lim
x→+∞

(√4x² + x + 1 − x + 3); lim
x→+∞

√x² + x − x − 2  

lim
x→−∞

x−√x² +  1

x− √x² −  1
; lim
x→+∞

√x²+1+4x√x

x²+ √x3+ 1
 ; lim
x→+∞

√2x + 1 − √x ;  lim
x→+∞

(√x2 + x − x)  ;  

lim
x→∞

(2 +
x

√x2+4
) ; lim

x→∞
(√x2 + x − 3x)  ;   lim

x→∞
(√x2 − x + 1 − x) ; lim

x→+∞
(√x2 + 3x − 2x)  ; 

lim
x→+∞

(√x2 + 3x − 3x + 1) ; lim
|x|→∞

(√x2 + x − √x2 − x)  ; lim
x→∞

(√x2 + 2x + 3 −

mx) ; lim
x→+∞

x  − √x2+1

√x2+x−x+1
 ; lim
x→−∞

x2+3x+1

√x2−x+1+x
;  ; lim

x→+∞
(√x2 − 2x + 3 − x + 5) ; lim

x→+∞

√x+√x+√x

√x+1
; 

lim
x→+∞

(√x² + √x4 + 5 − x)  ; lim
x→−∞

x−√x2−3x+5

x+3−√x2−6x
 ; 

lim
x→+∞

(x+1)10+(x+2)10+...+(x+100)10

x10+1010
  ; lim

x→+∞
x(√x2 − 1 − √x2 + 1)  ; lim

x→+∞
(√x + √x + √x −

√x + √x) ; lim
x→∞

(√x2 − 3x + 1 − √x2 − 7x + 4) ; lim
x→−∞

(x + 1 − √x² − x + 1)  
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3) Calculer les limites suivantes : 

 lim
x→0

sinx

√x
 ; lim
x→0

tanx

x
 ;  lim
x→0

tan3x

sin5x
;  lim
x→0

sinx−tanx

x3
 ; lim
x→0

x²sin(
1

x
)

sinx
 ; lim
x→1

tan [(
x+1

6x
)
π

2
]  ; lim

x→
π

6

12sinx−6

4x − π
 ;     

lim
x→1

sin (x−1)

x² +2x − 3
 ;  lim

x→0

sin2x

sinπx
 ; lim
x→

π

4

tanx −  1

4x −  π
   ; lim

x→0

sin²x

tan²x
 ; lim
x→0

x3+x

cosx−1
 ; lim
x→0

cos√x −  1

x
 

;lim
x→0

sin²3x

sin2x
; lim
x→0

sin3x

√1−cos3x
 ;  ; lim

x→1
[
sin(πx)

x−1
]
2

;  lim
x→0

√4 +  sinx−2

x
;  lim
x→0

√1 +  sinx−  √1 −  sinx

tanx
      

 ; lim
x→0

√1  −  cosx

sinx
    ;  lim

x→a
(a² − x²)tan

πx

2a
 ;lim
x→0

cosx −  1

x² +  x3
; lim
x→0

sin²x

tan²x
 ; lim
x→0

1−cosx

tanx
; lim
x→

π

4

1 −  tanx

cos (2x)
 ; 

lim
x→

π

3

2cosx −  1

4sin²x −  3
 ;  lim

x→π
(

2

sin2x
−

1

tanx
) ;lim

x→
π

2

(cos
π

2
− sin

π

2
) tanx ; lim

x→
π

2

(tanx − 1) (1 − tan
x

2
)  

lim
π

6

2 cos(2x)− 1

cos(3x)
 ;   lim

x→
π

4

sin2x −  1

cos2x
 ; lim
x→

π

6

2cosx −  1

6x − π
 ;  lim

x→
π

6

tan6x

1 −  2sinx
 ;  lim

x→
π

3

1     −   2cosx

sin3x
; lim
x→

π

6

2cosx− √3

6x −  π
    

  lim
x→0

tan3x

1− √x +  1
; lim
x→0

tanx−cosx

x3
; lim
x→0

(
sinx

x
+
sin2x

x
+⋯

sin (n−1)

x
+
sinnx

x
) ; lim

x→0

sin[sin(sin(x))]

x
   

lim
x→+∞

sinx

x
 ; lim
x→+∞

1+cosx

√x
; lim
x→+∞

3x2 − x2 sin x ; lim
x→−∞

x

2−sinx
 ; lim
x→+∞

3x+sinx

4x+1
 ; lim
x→+∞

x²sin(
1

x
)

x² +  1
   

; lim
x→+∞

x+sinx

2−sinx
 ; lim
x→+∞

(1+x)sinx

x²−1
 

 

Exercice 2 : Fonctions Composées 

1) Calculer les limites suivantes en utilisant la composition des fonctions  

a) 
















−

+

+→


x

x

x 6

1
coslim  ; b) 

1

2
lim

2

−+→ x

x

x

  ;c) 














 +

→ 26

1
tanlim

1



x

x

x

 ; d) lim
𝑥→+∞

𝐸(√𝑥 + 1 − √𝑥 )   

e) lim
𝑥→+∞

cos (
1

𝑥
)   f) lim

𝑥→+∞
√
𝑥2−1

4𝑥2+1
  g) lim

𝑥→+∞
sin (

𝜋𝑥2

2𝑥2−3
)  h) lim

𝑥→+∞
cos ² (

𝜋𝑥+1

4𝑥+√𝑥
)  

 

2) Calculer lim
x→+∞

√x2 + 1 − √x2 − 1.  

En déduire lim
x→+∞

(√x2 + 1 + √x2 − 1) sin(√x2 + 1 − √x2 − 1)  puis lim
x→+∞

x sin(√x2 + 1 −

√x2 − 1) 

Exercice 3 : La racine Cubique 

Soit a et b deux réels strictement positifs. 

1. a. Montrer que  a − b = (√a
3

− √b
3
) (a

2

3 + √a
3

× √b
3

+ a
2

3) . 

b. En déduire que √a
3

− √b
3

 = 
a−b 

a
2
3+ √a

3
× √b
3

+a
2
3

. 

2. Etudier les limites ci-dessous : 

a. lim  
x→0

  
√x+1
3

−1

x
 ; b.  lim  

x→0
  
√x+1
3

−1

√x+1−1
 ;  c. lim  

x→8
 

√x
3

−2

√x+19
3

−3
   ;  d. lim  

x→+∞
 
√2x3+5x+7
3

− √3x3+7x2−4
3

x+1
 ;   

e. lim  
x→−1

 
√2x3+5x+7
3

− √3x3+7x2−4
3

x+1
   ;f) lim

x→8

√x
3

−2

√x+19
3

−3
  ; g) lim

x→0

√x2+x
3

− √x+2x2
3

√x
3

− √2x−x2
3  

; lim
x→10

√x+54
3

−4

2 √x+17
3

− √20x+16
3 ; lim

x→8

√x
3

−2

√x+19
3

−3
 ; lim
x→+∞

√x
3
(√x2 + x + 1
3

− √x2 + 1
3

); 
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Exercice 4 : Tout dépend du paramètre 

Calculer les limites suivantes : (on discutera s’il faut les valeurs de m ∈ ℝ et n ∈ ℕ. 

lim
x→−∞

√4 + x − x3
3

+mx; lim
x→−∞

√4 − x
3

−m√2 − x
3

; lim
x→−2

(x−n)(x−m)

x+2
; lim
x→1

n

x2−1
−

m

x−1
;  

lim
x→0

√1+xn−√1+xm

xn
(n,m) ∈ ℤ2 ; lim

x→m+

√x−√m−√x−m

√x2−m2
; lim
x→−∞

mx2+(m2+1)x+m

x−5
  

lim
x→m

x3−3mx2+3m2x−m3

x3−m3 ; lim
x→−m

x3+m3

x3+3mx2−3m2x+m3 ; limx→1
x2m−1

x2n−1
m et n des entiers positifs; 

lim
x→±∞

mx3+(m−1)x2+(m−2)x+(m−3)

x(x−1)(x−2)
; lim
x→a

√x−b−√a−b

x2−a2
(a > b) ; lim

x→−∞

1

xn
[
1

1−x
− (1 + x +⋯+ xn)] 

lim
x→a

axn− xan

x −  a
 ; lim
x→1

nxn+1 −   n xn

xp  −  1
 ; lim
x→1

xm −  1

x3 −  1
 

Exercice 5 : Avec la fonction partie entière  

Soit x un réel. On appelle partie entière de x et on note E(x) l’entier relatif n vérifiant : n ≤ x <
n + 1. On note E(x) = n. 

1. Révision  

a) Calculer E (-1,5) ; E(√2) ; E (−
1

2
). 

b) Montrer que : ∀x IR on a : E(x) ≤ x < E(x) + 1. 

c) En déduire que  ∀x IR on a : 0 ≤ x − E(x) < 1. 

d) Démontrer que : E(x) ≥ 0 si, et seulement si, x est positif. 

2.  Soit x un réel. 

a) Démontrer que : ∀x IR on a : 𝐱 − 𝟏 < 𝐄(𝐱) ≤ 𝐱. 

b) En déduire que : ∀x IR on a : −
𝟏

𝟐
≤ 𝐱 − 𝐄(𝐱 +

𝟏

𝟐
) <

𝟏

𝟐
  

c) Démontrer que pour tout réel non nul x :  
1−x

x
< E(

1

x
) ≤

1

x
. Déduire alors 𝐥𝐢𝐦

𝐱→𝟎
[𝐱²𝐄 (

𝟏

𝐱
)] 

d) Démontrer que : E(x) = x ⇔ x Z. 

e) Démontrer que ∀x IR et ∀k Z on a : E(x + k) = E(x) + k. 

3. Soit f: x ↦
x

√x+E(x²)
. 

a) Montrer que x + E(x²) = 0 si et seulement si, x=0 ou x=-1. Déterminer le domaine de 

définition de f. 

b) Montrer que f(x) =
x

√x
⇔ x ∈ ]−1; 0[ ∪ ]0; 1[. 

c) Etudier la continuité de f. 

4. Soit g: x ↦ (−1)E(x) [x − E(x) +
1

2
]. 

a) Montrer que g est périodique de période 2 

b) Monter que : g(x) = x +
1

2
⇔ x ∈ ]0; 1[. 

c) Démontrer que : ∀n ∈ [n; n + 1[ on a : g(x) = (−1)n (x − n +
1

2
). Etudier la continuité 

d) Construire la restriction de g à [−6; 4]. 
Exercice 6 : Théorème de Comparaison et d’Encadrement  

1. Soit la fonction φ définie sur [0; +∞[    par :   φ(x) =
√x+cosx

√x²+1
 

a- Montrer que, pour  > 1, 
√x−1

√x²+1
≤ φ(x) ≤

√x+1

√x²+1
 

b- En déduire la limite de φ en +∞. 
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2. On désigne par Ck la courbe représentative de la fonction k dans un repère orthonormé. Soit k 

la fonction définie par : k(x) = 1 +
xn

√1+x²
  avec n ∈ IN∗. 

a-  Etudier suivant les valeurs de  lim
x→+∞

k(x)  et lim
x→+∞

k(x)

x
.  

b- Interpréter graphiquement ce résultat.  

1. On considère la fonction définie sur [2 ; +∞[  par : f(x) =
3x+sinx

x−1
. Montrer que, pour tout 

 x ≥  2, |f(x) − 3| ≤
4

x−1
. En déduire la limite de f en +∞. 

2. Soit f la fonction définie : h(x)  =  3x +  2sinx 
a- Montrer que pour tout x de ℝ : 3x − 2 ≤ h(x) ≤ 3x + 2  

b- En déduire lim
x→+∞

h(x)   et lim
x→−∞

h(x) 

3. soit la fonction l définie sur ℝ par : l(x) =
1

2−cosx
 

a- Montrer que pour tout x réelle, 
1

3
≤ l(x) ≤ 1  

b- En déduire les limites suivantes :  

lim
x→+∞

x

2 − cosx
;  lim
x→−∞

x

2 − cosx
;  lim
x→+∞

x + cosx

2 − cosx
 

 

Exercice 7 : Encore la fonction Partie entière  

1. On considère la fonction E(x) la partie entière de x 
Calculer les limites suivantes : 

lim
x→0

E (
1

x
) sinx  ; lim

x→0
E(2sinx); lim

x→+∞

E(
x

2010
)

x
 ;  lim
x→0

sin(πE(x)); lim
x→0

xE (
1

x
), lim

x→+∞

xE(x)+3

x²+sin (x)
                          

lim
x→0

xE(x)−x

|x|
 ; lim
x→0

√xE (
1

x
) ; lim

x→0

x

a
E (

b

x
) , a, b > 0;  ; lim

x→0

E(x)

x
;  lim
x→0

E(
1

x
)−x

E(
1

x
)+x

,         

2. Calculer les limites suivantes. On pourra au besoin utiliser les théorèmes de comparaison : 

lim
x→+∞

(3x² − x²sinx) ; lim
x→+∞

xE(x)+3

x2+sin(x)
; lim
x→+∞

x+sin(x)

2−sin(x)
 ; lim
x→−∞

x

2 −  sinx
 ; lim
x→0

x[E(x)−x]

|x|
 ; 

lim
x→+∞

(x+1)sin(x)

x2−1
; lim
x→0

x (sin (
1

x
) −

1

sin(x)
) ; lim

x→0

2 cos2(
1

x
)−sin(

1

x
)+3

x+√x
; 

 

Exercice 8 : Continuité ! 

1. Soit la fonction f de la variable réelle x définie par : f(x) = {

|x(x−1)|

(x −  1)(|x|+1)
   si  x ≠ 1

−
1

2
, si  x = 1

 

a- Exprimer f sans le symbole de valeur absolue. 

b- Etudier la continuité de f aux points d’abscisses x = 0 et x = 1 

2. Dans chacun des cas suivants, dire si f admet une limite en x0 précisé 

a) {
f(x) =

2x−5

x+4
  si − 4 < x ≤ 4

f(x) =
x−√5x−4

x−4
  si x > 4

, x0 = 4     b) f(x) =  

{
 
 

 
 

x²−1

x²−3x+2
 si x > 1

x²+E(
x

2
)

x+1
  si 1 ≤ x ≤ 2

√x²+5−3

x −2
 si x > 2

, x0 = 1 et x0 = 2  

3. Etudier la continuité de f sur son domaine Df dans les cas suivants  
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 a)f(x) = {

x2−1
√x+1

x
six ≠ 0

1

2
 si x = 0

; b) f(x) = E(x) − √x − E(x);  c) f(x) = E(x) sin(πx) 

d) f(x) = {

x5−x4+x3+3

x+1
six < −1

4x+4

√2+x
3

−1
six > −1

12 si x = −1

  e) f(x) = {

cos(2x)−cos(x)

x2
six ≠ 0

−
3

2
six = 0

 

 

Exercice 10 : Continuité ! 

Etudier la continuité de f en x0 dans chaque cas : 

a) {
f(x) = −3x + 1, si x <

3

2
 

f(x) = x² − 1, si x ≥
3

2

, x0 =
3

2
   b) {

f(x) = x² − 1  si x ≤ −2

f(x) =
1

x +  1 
  si − 2 < x ≤ 0

f(x) = √x + 1 si > 0

,    x0 = −2 et x0 = 0 

Exercice 11 : Continuité ! 

I. Soit la fonction f définie par : f(x) = {
3x2 − 5   si x ≤ 3
√x−3

x−3
       si x > 3  

 

1. f est-elle continue à gauche en 3  

2. f est-elle continue à droite en 3  conclure. 

II. Soit la fonction f définie par : f(x) = {
3x2−3x−6

x−2
        si x ≠ 2

f(2) = m                             
 

 Déterminer la valeur de m pour que f soit continue en 2. 

 

Exercice 12 : Continuité ! 

1. Déterminer a et b pour que f soit continue sur Df :  

a)h(x) = {
ax² + 5x + a  si x ≤ 1
5x + 2, 1 < x ≤ 2
ax + 2ab  , si x > 2

   ; b) {

f(x) = −2x − 5  si x < −2

f(x) = x² + ax + b, si − 2 ≤ x < 1
f(x) = −x + 6, si x ≥ 1

 ; 

c) k(x) = {

x² − a√−x + 2 si x ≤ −2
x+5

x−1
 si − 2 < x < 0

x² − ab  si x ≥ 0

   

 

Exercice 13 : Prolongement par Continuité ! 

On considère la fonction f définie par :{
f(x) = x2 − 2x − 2 si x > 1

f(x) =
x+a

x−2
  si x ≤ 1

 

1) Détermine le réel a pour que f soit continue en 1 

2) Trouve le domaine de définition Df de la fonction f définie par  f(x) =
√x−2−1

3x−9
, 

 et détermine un prolongement par continuité en 3 de f 

3)  La fonction 𝑓 définie par : 𝑓(𝑥) =
𝑥2−9

|𝑥|−3
 est-elle prolongeable par continuité en −3 ? en 3 ? si 

oui donner le prolongement. 
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4) La fonction 𝑔 définie par : 𝑔(𝑥) =
2

𝑥2−1
−

1

𝑥−1
 est-elle prolongeable par continuité en 1 ? 

Exercice 14 : Continuité avec la fonction partie entière  

Soit {
𝐟(𝐱) = 𝐱𝟐𝐄 (

𝟏

𝐱
)  𝐬𝐢 𝐱 ≠ 𝟎

𝐟(𝟎) = 𝟎
  

a. Donner l’expression de f sur ]−∞; −1]et sur ]1; +∞[ 
b. Déterminer lim

x→+∞
f(x) et lim

x→−∞
f(x). 

c. Prouver que ∀𝐱 ∈ ]−𝟏, 𝟎[ ∪ ]𝟎, 𝟏[ 𝐨𝐧′𝐚 𝐱 − 𝐱𝟐 < 𝐟(𝐱) ≤ 𝐱 

d. Calculer la limite de f en 0. 

e. Pour n ∈ IN ∗ donner l’expression de f sur]
𝟏

𝐧+𝟏
,  
𝟏

𝐧
]  𝐞𝐭 𝐬𝐮𝐫 ]

𝟏

𝐧
, 

𝟏

𝐧−𝟏
]. 

f admet-elle une limite en 
1

n
 ?  

Exercice 15 : Continuité avec la fonction partie entière  

Soit f la fonction définie par  

1) Montrer que  

2) En déduire  

3) Donner l’expression de f pour 

 

 

Exercice 16 : Asymptote  

Soient a, b et c trois réels. On considère la fonction f: x ↦
ax²+bx+c

x+3
 et (C) sa courbe représentative 

dans un repère cartésien. 

1°/ Déterminer les réels a, b et c pour que (C) passe par le point A (
−1
1
)et admette au voisinage de 

±∞ une asymptote d’équation y = 2x + 1     

Déterminer les points où la tangente à (C) est perpendiculaire à la droite d’équationy = −x.  

Exercice 17 : Asymptote et position relative 

Soit la fonction f définie sur IR par :  

f(x) = √9x2 + 6x + 5 . 

1. a) Donner le domaine de définition de f. 

 b) Calculer les limites de f en + et en -. 

 2. Déterminer alors : lim
x→−∞

[f(x) + (3x + 1)]  et lim
x→+∞

[f(x) − (3x + 1)] 

 3. En déduire que f admet deux asymptotes obliques au voisinage de + et de -. 

4. a) Montrer que pour tout réel x : 

 9x2 + 6x + 5 > (3x + 1)² 
  b) En déduire les positions de f par rapport a ses asymptotes. 
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Exercice 18 : Lecture graphique des limites 

La courbe 𝐶𝑓 ci-contre est celle d’une fonction 𝑓 

définie et continue sur ℝ\{2}. 

On sait que les droites d’équations 

 𝑦 = 𝑥 + 1, 𝑥 = 2 𝑒𝑡 𝑦 = −1 sont des asymptotes à 

la courbe 𝐶𝑓 . 

1. Par une lecture graphique, déterminer : 

a. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)+1
. 

b. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥

𝑓(𝑥)
,  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

𝑓(𝑥)−𝑥
 𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2

𝑓∘𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
 

c. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑓(𝑥)  𝑒𝑡 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(
2𝑥+1

𝑥−1
). 

2. Soient 𝑔: 𝑥 →
1

√𝑥
  𝑒𝑡 ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓. 

a. Déterminer l’ensemble de définition de ℎ. 

b. Montrer que la fonction ℎ est prolongeable par continuité en 2. 

Exercice 19 : Asymptote et position relative 

I. Soit la fonction f définie par : f(x) =
x2+3x+4

x+2
 

1. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x  -2, f(x) = ax + b +
c

x+2
  

 2. a) En déduire l’existence d’une asymptote oblique à f au voisinage de + et -. 

b) Préciser la position de f par rapport à cette asymptote. 

c) La courbef admet-elle une autre asymptote ? si oui la préciser. 

II. Soit la fonction f définie par :  f(x) = x√
1

4x2+1
 

1. Montrer que pour tout réel strictement positif, f(x) =
1

√4+
1

x2

 

2. Déterminer alors f(x)lim
x +→

, interpréter ce résultat. 

3. Montrer que f est impaire, en déduire f(x)lim
x −→

. 

Exercice 20 :  

1. Soit la fonction f définie par : 𝐟(𝐱) = {

𝐱𝟐−𝟑𝐱+𝟐

𝐱(𝐱−𝟏)
        𝐬𝐢 𝐱 ∈] − ∞; 𝟏[

√𝐱𝟐 + 𝟑 + 𝐚𝐱     𝐬𝐢 𝐱 ∈ [𝟏; +∞[
   

1. Déterminer l’ensemble de définition de f. 

 2. a) Calculer : f(x)lim
0x −→

et f(x)lim
0x +→

. 

 b) Montrer que la droite  :y =  1 est une asymptote à f  au voisinage de -. 

 3. Déterminer a pour que f soit continue en 1. 
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 4. On prend a = -3 : Montrer que pour tout x  1, 𝐟(𝐱) = 𝐱(√
(𝐱𝟐+𝟑)

𝐱𝟐
− 𝟑)  

a) Déduire la limite de f lorsque x tend vers +. 

b) Montrer que pour tout x  1, f(x) + 2x =
3

x+√x2+3
 , en déduire que la droite D : y = -2x est une 

asymptote à f  au voisinage de +. 

 

Exercice 21 : 

Soit la fonction f définie sur R∖ {1} par : {
𝐟(𝐱) = √𝐱² − 𝟐𝐱 +  𝐱        𝐬𝐢  𝐱 ≤ 𝟎

𝐟(𝐱) =
√𝐱 𝐬𝐢𝐧(

𝛑

𝐱
)

𝐱 −   𝟏
 𝐬𝐢 𝐱 ∈ ]𝟎;+∞[ ∖ {𝟏}

 

1. Montrer que pour tout réel x de ]0; 1[ on a : 
√𝐱

𝐱 −𝟏 
 ≤ 𝐟(𝐱) ≤ − 

√𝐱

𝐱 −  𝟏
 

2. Montrer alors que f est continue en 0. 

3. Déterminer lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

√xf(x) 

4. On pose 𝐔(𝐱) =
𝛑(𝐱−𝟏)

𝐱
 ; 𝐕(𝐱) =

𝐬𝐢𝐧𝐱

𝐱
  et  W(x) =

π

√x
 pour tout x de ]0; +∞[ ∖ {1} 

a- Montrer que pour tout x de ]0; +∞[ ∖ {1} on a : 𝐟(𝐱) = 𝐖(𝐱). (𝐕𝐨𝐔)(𝐱) 
b- En déduire que f admet un prolongement par continuité g  en 1. Expliciter la fonction g 

c- Montrer que l’équation 𝐬𝐢𝐧 (
𝛑

𝐱
) = 𝟑(√𝐱 +

𝟏

√𝐱
) admet au moins une solution dans ]1; 2[ 

Exercice 22 : 

On considère la fonction f: [0,2π] → IR définie par : ∀𝐱 ∈

]𝟎, 𝟐𝛑] , {
𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 [𝒙𝑬(

𝝅

𝒙
)]   𝒔𝒊 𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎
 

1°) Montrer que pour tout réel 𝐭, 𝐭 − 𝟏 < 𝐄(𝐭) ≤ 𝐭. 

2°) Calculer la limite quand x tend vers 0 par valeurs supérieures de la fonction définie par : 

𝐱 ↦ 𝐄(
𝛑

𝐱
)𝐩𝐨𝐮𝐫 𝟎 ≺ 𝐱 ≤ 𝟐𝛑 

En déduire la continuité de f à l’origine. 

3°) Résoudre dans ]𝟎, 𝟐𝛑]  l’équation 𝐄 (
𝛑

𝐱
) = 𝟎 , puis l’équation 𝐄 (

𝛑

𝐱
) = 𝐤, avec k entier naturel 

non nul . Expliciter f sur les intervalles ]
𝛑

𝟑
,
𝛑

𝟐
]  𝐞𝐭 ]

𝛑

𝟐
, 𝛑] . 

4°) Expliciter f sur ]
𝛑

𝐤+𝟏
,
𝛑

𝐤
] , k décrivant ℕ∗ , en déduire l’étude de la continuité de f en tout point 

de [𝟎, 𝟐𝛑] 

5°) Pour k entier naturel strictement positif, posons  𝐲𝐤 = 𝐥𝐢𝐦 𝐟 (𝐱)
𝐱→

𝛑+

𝐤

 

Montrons que le point 𝐌(
𝛑

𝐤
, 𝐲𝐤)  appartient à une courbe (S) dont on précisera l’équation , tracer 

(S) et la courbe représentative (C) de la restriction de f à ]
𝛑

𝟔
, 𝛑] à dans un plan où l’on a choisi un 

repère orthogonal (O ,i ,j) avec ‖ 𝐢
→
‖ = 𝟒𝐜𝐦  et  ‖ 𝐣

→
‖ = 𝟏𝟎𝐜𝐦 . 
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Exercice 23 : Une autre caractéristique de la continuité  

Soit 𝑓 la fonction définie sur l’intervalle [1,3] par 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 2. 

1. Vérifier que la fonction 𝑓 est continue en 2 . 

2. On pose ℎ = 𝑥 − 2. 

a) Montrer que pour tout réel ℎ tel que |ℎ| ≤ 1, on a : |𝒇(𝟐 + 𝒉) − 𝒇(𝟐)| ≤ 𝟔|𝒉|. 
b) En déduire un réel 𝛼 > 0 tel que si : |𝒙 − 𝟐| < 𝜶 𝒂𝒍𝒐𝒓𝒔 |𝒇(𝒙) − 𝟒| < 𝟏𝟎−𝟐. 

c) Le réel 𝛼 est-il unique ? Sinon quelles autres valeurs de 𝛼 peut-on choisir pour réaliser 

l’implication précédente ? 

3. D’une façon générale démontrer que :  

∀𝜺 > 𝟎, ∃ 𝜶 > 𝟎 𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆 |𝒙 − 𝟐| < 𝜶  𝒊𝒎𝒑𝒍𝒊𝒒𝒖𝒆 |𝒇(𝒙) − 𝟒| < 𝜺 

Cette propriété caractéristique la continuité de la fonction 𝒇 au point 𝟐 

Exercice 24 : Application du théorème des valeurs intermédiaires 

Théorème : Soit 𝑎 𝑒𝑡 𝑏  des réels tels que 𝑎 < 𝑏 𝑒𝑡 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ une fonction continue sur 

l’intervalle [𝑎, 𝑏] 𝑑𝑒 ℝ. Alors 𝑓 prend toute valeur intermédiaire entre 𝑓(𝑎)𝑒𝑡 𝑓(𝑏).  Plus 

précisément : 

 Pour tout réel 𝒌, compris entre 𝒇(𝒂) 𝒆𝒕 𝒇(𝒃), il existe (au moins) un élément 𝒄 ∈ [𝒂; 𝒃] tel 

que 𝒇(𝒄) = 𝒌.  

Partie A : Point fixe 

1)  Soit f une fonction continue de [a; b] dans [a; b]. Montrer que l’équation f(x) − x admet au 

moins une solution dans [a; b].  (Poser g(x) = f(x) − x 

2) Soit 𝑓 une application continue de l’intervalle [0,1]𝑑𝑎𝑛𝑠 [0,1] 

a) Prouver que la fonction 𝑔 définie par 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥 est continue sur l’intervalle [0,1] 
b) Prouver qu’il existe un réel 𝑥0 de [0,1] tel que 𝑓(𝑥0) = 𝑥0 

Application : f(x) = cos
πx

2
 sur [0,1]. 

Partie B : Proposée au Concours junior Polytech 2010 

Soit 𝑓 une fonction définie et continue sur l’intervalle [𝟎, 𝟏] telle que 𝒇(𝟎) = 𝒇(𝟏) 

Montrer que, pour tout entier non nul 𝒏, il existe un réel 𝑥0 de l’intervalle [𝟎, 𝟏] tel que 

𝒇 (𝒙𝟎 +
𝟏

𝒏
) = 𝒇(𝒙𝟎) 

Partie C : Une autre application 

Soit 𝑓 une fonction continue sur un segment [𝒂, 𝒃] et soit 𝛼 𝑒𝑡 𝛽 deux réels strictement positifs. 

Montrer qu’il existe au moins un réel 𝒄 ∈ [𝒂, 𝒃] tel que l’on ait  

𝜶𝒇(𝒂) + 𝜷𝒇(𝒃) = (𝜶 + 𝜷)𝒇(𝒄) 

Partie D : Une propriété de la fonction liptschizienne  

Soit f une fonction de [𝐚; 𝐛] dans [a, b] telle que ∀  𝐱 ≠ 𝐲: |𝐟(𝐱) − 𝐟(𝐲)| < 𝐤|𝐱 − 𝐲| avec  𝟎 < 𝐤 <
𝟏. Montrer que l’équation 𝐟(𝐱)  =  𝐱 admet alors toujours une et une solution sur [𝐚; 𝐛]. 
Exercice 25 : Equation Fonctionnelle 
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Soit f une fonction 𝑓 continue sur ℝ telle que pour tout réel 𝑥 : 𝒇(𝟐𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝟎 

a) Calculer 𝑓(0). 

b) Montrer que pour tout entier naturel n : 𝒇 (
𝒙

𝟐𝒏
) = (−𝟏)𝒏𝒇(𝒙) 

c) Montrer que 𝑓(𝑥) = 0 pour tout réel  

Exercice 26 : Equation Fonctionnelle 

     On cherche toutes les fonctions f définies et continues sur ℝ à valeurs dans ℝ+
∗  telles que  

     Pour tout couple (𝑥, 𝑦) de réels on ait : 𝒇(𝒙 + 𝒚) = 𝒇(𝒙)𝒇(𝒚) (∗) 
1) Montrer que 𝒇(𝟎) = 𝟏  

2) Montrer que 𝒇(−𝒙) =
𝟏

𝒇(𝒙)
 et  𝒇(𝒙 − 𝒚) =

𝐟(𝐱)

𝐟(𝐲)
  ∀x ∈ ℝ, ∀y ∈ ℝ 

3) Montrer que pour tout entier naturel 𝑛 on a : 𝒇(𝒏𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝒏 , ∀ 𝒙 ∈ ℝ 

4) Montrer que pour tout entier relatif 𝑚 on a : 𝒇(𝒎𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝒎 , ∀ 𝒙 ∈ ℝ 

5) Montrer que pour tout rationnel 𝑟 on a : 𝒇(𝒓𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝒓 , ∀ 𝒙 ∈ ℝ     

6) Montrer que pour tout réel 𝛼 on a : 𝒇(𝜶𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝜶 , ∀ 𝒙 ∈ ℝ 

7) On pose 𝒇(𝟏) = 𝒌 ; exprimer 𝑓(𝑥) en fonction de 𝑥 𝑒𝑡 𝑘 pour tout 𝑥 réel. 

 

Pensée : 

« Le propre d’un Grand Homme est de reculer les limites du possible. Même en quittant une 

modeste place, l’homme de mérite laisse un grand vide, car la sphère de son utilité dépasse 

toujours les limites de son emploi. De surcroît dans ce monde d’un jour où tout vice est 

honni, le bien est limité, le mal est infini.» 
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