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« Ta seule limite est celle que tu t’imposes »

Exercice 1 : Foire aux Limites : Jusqu’a ce que vous atteignez vos limites.@) !

1) Calculer les limites suivantes :
x-3 .. X’—=4x+3 | . %3+ 4x° + 2x-3 ..
}(l—lgx/ﬁ 2’ LI_IE —x2+5x—4 ' xllrzl3 x>+ 5Xx—6 ! !(llg X — 4
—x?—x+2 X%+ x+1

lim . lim ; lim (Xz“) lim X1 (X3‘ 8) tim_ (5 +1) :
xo1 X2-2x+1 ' x51+t 1-x ' xo1t\1-x x—2— 4 — 2X X_>2 X=:2 xo>—1—- \x+1/ '

. Vx+7-3 . Jx+7 - 3 . 6x*+1 — i x\/' 4—x2
lim ;o lim———, lim ——— llmx 4 + =\ ; lim
X—2 VX+2 =2 X—2 X°— 4 X——2 Xx—>—2 X+2
lim Vx+2-2 lim 2x—Vx+1-4 'lim\/ V3 +vx- 3 Nim VX+ 5- 37, m Vx+1-1 lim 1+x°—1 |
x—=2 V2x+5-3" x53 x2-2x-3 'x53 Jx?—=9 ! X—4 X=4 x50 X2+ 2x ‘x50 Vx !
Loxx-1 . .. VX+ 4—3x + 4, ;. x—Vx-2 A, \/1—x—2 . XVx-8 | VX2 + 2 - \/3x
lim———; lim : lim : lim ;i :
xo1 x2-1 X—=0 Vx+1-1 xo4 VX=2 "“x523vV6—x-3 ' x54 4-x x—>1 x—1
Vx?— x —+2x- 2 .
; lim ;lim

8- x3 lim X2—2x+3+\/§_lim 2-x +x% |

x>V3 /~X+V3 x—11+x-2x*"

X - 1 VX+7-3 ;. VJx+5-3

lim lim im
X_>3\/x+6—3’x_>2\/x+2—2 xo4V3X +4 — 4\ x52 X2—x—2 " x50 V1+x2-1

_ T2x+5 . VK x+2-x-1 . 1—-2—7-3x
lim s lim

llm -
x—3 V—2x2+5x+ x“—1 X2 I
1- [2-
5-2x

2) Calculer les limites suivantes':
2 N 2 241—
m [ lim 2 lim 2 im 2x+ VR + 1 lim e

xot+0 NX— 1" xs—00 VX2#1 ' x5+00 X X——00 X—+00+/x%+2—-1

lim (vVx*+3x+ 1+ x+2); lim (\/4x2+x+1—x+3); lir;n Vi4+x—x—2
X——00 X— X—+00

x—/x% + . A X2+ 14+4xVX T 5 _ .
X1_1)moox_\/m,Xl_l)rlloo TRV ,Xl_)m V2x +1—+x; llm (\/x + x X) ;

lim (2 + \/—_) lim (\/x2 +x— 3x) lim (\/X2 -x+1- x) lim (\/xz + 3x — ZX)
X—00 X—00 X—00 X—>+OO
lim (\/x2 +3x—3x+1) hm (\/X2+X—\/X2—X) llm(\/x2 +2x+3—

X—+00

X —Vx2+1 . x?+3x+1 \/ +V/x+VX
mx) p lim ————; lim ———; ; lim (Vx2—-2x+3—-x+5 ;
) X—+00 VX2+X x+1 "’ X——00 VXZ—X+ 1+x’ x—>+oo( ) x—>+oo Vx+1 ’

. . X—Vx2-3x+5
lim (Vi +VxTH5 = x) 5 lim SR

X—+00

10 10 10
lim Gtt) +(ct2) 4. +(x+100) : lim X(\/XZ —1—-Vx2 + 1) hm < X+Vx+Vx—

X—+00 x104+1010 X—+00

\/x+&>; lim(Vx2 —=3x+1—-Vx2—7x +4); lim (X+1—\/X2—X+1)
X—00 X——00
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3) Calculer les limites suivantes :

(1
. tan3x, ;. sinx—tanx _ ;. X251n(—) x+1 . 1:. 12sinx—6 |
; lim lim——— ; lim——*; lim tan Dlim——;
6X 2 x>t 4X-T
6

sinx _,. tanx
lim— ; lim — 3
x=0 VX x50 X x—0 sin5x’ x50 X x>0 sinx ' x51

. sin(x-1) | ;. sin2x ;. tanx—-1 .. sin’x ;.  x3+x . cosvx— 1
lim——=; lim- ; lim——— ; lim—-— ; lim ;lim
Xx—1 X" +2x -3 xX—0 SInmx X_)E 4X — TC Xx—0 tan“x  x—(Q cosx—1 " x—0 X
4

sin(m)1®  ,. Va4 + sinx- 2 4. V1+ sinx— V1 sinx
lim ;o lim |[——= ; lim ; lim
x—>0 sin2x X—>0 v1-cos3x ’ X—>1 x—-1 x—0 X—)O tanx
V1 COSX . . 2 cosx— 1 . Slrl X . 1—cosx . 1 — tanx .
;lim————  ; lim(a® — )tan— l — ;llm — ; lim ;
x—)O sinx xX—a 0 X“+ X x—-0tan“x " x—»0 tanx

sin 3x . sin3x

X

2 1 . 2 1 . ; i
m————" lim ( — — —) lim (cos T _sin E) tanx ; lim(tanx — 1) (1 —tan E)
XoT xon 2 2 x—)% :

X—>: 4sin’x — 3 sin2x tanx

T cos (2x)
1

2cos(2x)—1, . sin2x—1 ;. 2cosx— 1 , ;. tanéx ;. 1 — 2cosx 7. 2cosx— /3

T 6X—T S
6

T 1 - 2sinx T sin3x

)
T cos2x X% X T2

= cos(3x) X3 X
lim ;lim ;lim
x—-01-vxX+ 1" x>0 x3 x—0

. . 1+cosx, ;. .

lim : lim lim 3x? —x?sinx; lim

X—+00 X X—+ 00 Vx x>+ 00 X——00 2—SiNX x40 4x+1
L 1s x+sinx | ;. (14x)sinx
; lim —_—

X—+00 2—sinx ! X—+00 x2-1

mT X — T

tan3x tanx—cosx

6
(ﬂ + sin2x 4o sin (n—1) + smnx) ;lim sin[sin(sin(x))]
X X X X—0 X

) 2¢in(L
3xtsinx | ;. X sm(;

sinx

m 2
X—+00 X°+ 1

Exercice 2 : Fonctions Composées
1) Calculer les limites suivantes en utilisant la composition.des fonctions

X—>+00 x—+0 | X — x=1

a) lim cos{(GXJrlj} b) lim 2x I ;c)limtan{(XJrl) } d) hm E(\/x+ —x)

6X

e) lim cos() f) lim [—— g) lim 'sin

x—+00 x—+00 4x2+1 X=>+00 ( - ) x—+00

h) lim cos (;’:})

2) Calculer lim vx2 1 —Vx% —1.

X—+ 00

En déduire lim (Vx2+ 1 +Vx%—1)sin(vVx2 +1—+Vx2 — 1) puis Jim xsm(\/x2 +1-

X—+00

X2—1)

Exercice 3L aracine Cubique
Soit a et.h deuxréels strictement positifs.

1. a{ Montrer que a—b=(§/§—§/€)(a§+§/5x 3{/5+a§).

b
b. En'déduire que 3a — Vb = ———.
a3+§/_>< \/—+a3
2. Etudier les limites ci-dessous :
AxFI-1 \/x+ -1, .. -2 . V2x3+sx+7-V3x3+7x2—4
'b. lim ;. lim =——— ; d. lim :
X Xx—0 Vx+1-1 Xx—8 Vx+19-3 X—+00 x+1
. V23 +5x+7-3x3+7x2-4 T -2 | . Vx2rx-xr2x2
. lim i) 11m3— ; Q) lim G————=—
Xo—1 x+1 8 Vx+19-3 x>0 Vx—V2x-x2

3
Vx+54—4 i 3/x-2 . 3 > B >
Xl—>102\/X+1 320x+ 16" %08 Yxt19-3 le ‘/_(‘/X Fx+1-3Vx2+ 1);
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Exercice 4 : Tout dépend du paramétre

Calculer les limites suivantes : (on discutera s’il faut les valeurs de m € Retn € N.

lim V4 +x—x3+mx; lim V4 —x—m¥V2 —x; lim &= n)ix m) s lim —

X——00 X——2 X+2 " x>1x2-1 x-1
VR
: lim
x2—m?2 X—>—00 X-5
. . x3+m3 . x2m_q . .
lim ; lim ; lim —metn des entiers positifs;
X-m x3—-m3 X——m X3+3mx2— 3m2x+m3 x—>1 x2n—
. mx3+(m-1)x%+(m-2)x+(m-3 Vx— \/
lim (m-Ux +(m-2)x+(m-3), ; lim ( >Db); 11 [——(1+X+ +x“)]

X—+0o x(x—1)(x—2) x—)a X2

mx?+(m?+1)x+m

,m) € Z?; lim
x-mt

x3-3mx%+3m?x-m?3

n+1

nx - nx" . xM-1

Xl—r}} xP — 1 ’X—>1 x3-1
Exercice 5 : Avec la fonction partie entiere

Soit x un réel. On appelle partie entiere de x et on note E(x) I’entier relatifn vérifiant : n < x <
n+ 1. On note E(x) = n.
1. Révision

a) Calculer E (-1,5); E(V2) ; E (— %)

b) Montrer que : Vx elRona: E(x) < x < E(x) + 1:

c) Endéduireque vx elRona: 0 <x—E(x) <4.

d) Démontrer que : E(x) = 0 si, et seulement si, X est positif.

Soit x un reel.

a) Démontrerque: Vx elRona:x—1 < E(X) < x.

b) En déduire que: vx elRona: _E<X E(x+ ) <1

2

c) Démontrer que pour tout réel nonnul x : — < E( ) < 2. Déduire alors lim |x2E (1)]
X X X x—0 X

d) Démontrer que : E(x) = x4 x €Z.
e) Démontrer que Vx elR€t VkeZona: E(x+ k) = E(x) + k.
. X
Soitfix » NeTeoh
a) Montrer que x #'E(x*)= 0 si et seulement si, x=0 ou x=-1. Déterminer le domaine de
définition dedf.

b) Montrer que f(x) = \/% o xe]-1;0[u]o0;1].
c) Etudierla continuité de f.

Soit g: x> (~1)E™ [x —EX) + %]

a) “Montrer que g est périodique de période 2

b) Monter que : g(x) = x +% < x €10;1].

c)  Démontrer que : Vn € [n;n+ 1[ona: g(x) = (1" (x —-n+ %) Etudier la continuité

d) Construire la restriction de g a [—6; 4].
Exercice 6 : Théoréme de Comparaison et d’Encadrement
Vx+cosx

1. Soit la fonction ¢ définie sur [0; +oo[ par: @(x) = e

Vx-1 &+1
" x? \/x2+1

b- En déduire la limite de ¢ en +oo.

a- Montrer que, pour >
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2. On désigne par Ck la courbe représentative de la fonction k dans un repére orthonormé. Soit k
la fonction définie par : k(x) = 1 + ——= avec n € IN".

Nres

a- Etudier suivant les valeurs de 11m k(x) et l1m %
b- Interpréter graphiquement ce resultat

3x+sinx

1. On considére la fonction définie sur [2 ; +oo[ par: f(x) = —,— Montrer que, pour tout

x> 2,|f(x) —3| < é. En déduire la limite de f en +oo.

Soit f la fonction définie : h(x) = 3x + 2sinx
Montrer que pour tout xde R:3x —2 < h(x) < 3x+2
En déduire ligrn h(x) et lim h(x)

X—>+ 00 X—>—00

soit la fonction 1 définie sur R par : I(x) =

1 2—CO0SX
Montrer que pour tout X réelle, 3 S Ix)<1

En déduire les limites suivantes :

X . X+ cosx
lim —; lim ;o lim—
x>+ 2 — COSX x--02 — COSX Xx-%0w 2 —COSX

Exercice 7 : Encore la fonction Partie entiére
1. On considere la fonction E(x) la partie entiere de x
Calculer les limites suivantes :

. L1 . Lo E(ﬁ) . 14 . C1s 1 . xE(x)+3
}(1{)18 E ( ) sinx ; hm E(2sinx); Xl_l)I_ElooT : }(15% sin(mE(x)); }(1_1)13 xE (;), Xl_l)I-Eloom

. xE(x)—-x . X E(X) E(l)—x
= U vE () LT () a0 0SS lim e

Calculer les limites suivantes. On pourra au besoin utiliser les théoremes de comparaison :
xE(x)+3 5. x+sin(x) | . X . X[Ex)-X] |

lim (3x? — x%sinx) ; llm = :
X—+00 St o0 X248in(X) " x>+00 2—sin(x) ’ x—>—o0 2 — sinx ’ x-0 |x]

(x+1) sin(x) . 1 s 2 cos (X) sm( )+3
lim — llrréx (sm (;) — m) ; }(1_{% ;

x—>+oo X2 x+Vx

Exercice 8 : Continuité !
[x(x—1)|

G- iy SLXF

1. Soit la fonction f de la variable réelle x définie par : f(x) =

1 .
—5 six=1

a- Exprimer fsans le symbole de valeur absolue.
b- Etudier la continuité de f aux points d’abscisses x = 0etx = 1
2. «Dans chacun des cas suivants, dire si f admet une limite en x0 précise
T anis six>1
f(x) = ZXX+‘5 si—4<x<4 4 (2)
a) =" Xo=4 b)f(x)= {2 5i1<x<2,X =1letx, =2
f(x) == XEZ Y six> 4 xt1

x?+5-3
six> 2

3. Etudier la continuité de f sur son domaine D dans les cas suivants
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six # 0

a)f(x) = . ;b) f(x) = E(x) — /x — E(X); ¢) f(x) = E(x) sin(mx)
~six=0
2
Msix < -1 cos(2x)—cos(x) i

— > ix#0
d) f(x) = i/;ilsix >-1 ©f®= “3six=0
2

12six=-1

2_
X -lpgg . +

Exercice 10 : Continuité !
Etudier la continuité de f en xo dans chaque cas :

f(x) = —3x+ 1,six < = f) =x*—1 six < -2
a) 2,X0=E b) f(X)=; Si—2<XSO, X0=—Zetx0=0
f(x) = x2—1,six>> 2 f( )Xﬂvﬁ e
X) = VX S1
Exercice 11 : Continuité !

3x? -5 six<3
. Soit la fonction f définie par : f(x) = {@

x—-3

six>3

1. f est-elle continue a gauche en 3 ?

2. f est-elle continue a droite en 3 ? conclure.
3x2-3x—6 . 2
I1. Soit la fonction f définie par : f(x) = { x—2 R Y
f(2) =m
Déterminer la valeur de m pour que f soit continue en 2.

Exercice 12 : Continuité !
1. Déterminer a et b pour que f soit econtinue sur Ds :

ax’* +5x+asix<1 f(x) = —2x—5 six < -2
a)h(x) ={ 5x+2,1<x<2 ;b)<{f(x) =x*+ax+bsi—2<x<1;
ax + 2ab ,six> 2 f(x) =—x+6,six>1
X% —aV—x+ 2six < -2
c) k(x) = %isi—2<x<0

x2—ab six>0

Exercice 13 : Prolongement par Continuité !
f(x) =x2—-2x—2six>1
f(x) = 2 osix<1
X—2

On considere la fonction f définie par :{

1) Determine le réel a pour que f soit continue en 1

2) Trouve le domaine de définition D de la fonction f définie par f(x) = ’;;:1
et détermine un prolongement par continuité en 3 de f

2_
3) Lafonction f définie par: f(x) = ’;l—_z est-elle prolongeable par continuité en —3 ? en 3 ? si

oui donner le prolongement.
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4) La fonction g définie par: g(x) = - ﬁ est-elle prolongeable par continuité en 1 ?

x2-1

Exercice 14 : Continuité avec la fonction partie entiére

e .
Soit {f(x) =x?E(]) si x#0

£(0) =0
. Donner ’expression de f sur |[—co; —1]et sur |1; +oof
. Déterminer lirp f(x) etlim f(x).

X—>4 00 X—>—00
. Prouverque vx € ]-1,0[U]0,1] on'a x—x*<f(x)<x
. Calculer la limite de fen 0.

) 1 1 1
Pour n € IN * donner I’expression de fsur]m, ;] et sur ];

.. 1
f admet-elle une limite en - ?

Exercice 15 : Continuité avec la fonction partie entiére

Soit  la fonction définie par £(9) = x(%— £ (%))

1) Montrer que ¥ x e ]-1;1[, [f(x)| < [x|
2) En déduire lim, _,, f(x)et un prolongement par continuité de fen o
3) Donner I’expression de f pour
X€E ]i,% ,n = 1.Calculer f(i) .Endéduire la continuité de f sur ]0;1[

Exercice 16 : Asymptote

. .y A . Z+bx+ . .
Soient a, b et c trois réels. On considgre la fonction f: x = =——="et (C) sa courbe représentative
dans un repére cartésien.

1 )et admette au voisinage de

1°/ Déterminer les réels a, b et'c pour que (C) passe par le point A(

+ 00 une asymptotedd’équation y = 2x + 1
Déterminer les points ou latangente a (C) est perpendiculaire a la droite d’équationy = —x.

Exercice 17 : Asymptote et position relative
Soit la fonction f définie sur IR par :
f(x) = VOx>+ 6x+ 5 .
1. a) Donner le domaine de définition de f.
b) Calculer les limites de f en +oo et en -.
2. Déterminer alors : xlimoo[f(x) + (Bx+1)] et Xligrnw[f(x) — (B3x+1)]
3. En déduire que r admet deux asymptotes obliques au voisinage de + et de -oo.
4. a) Montrer que pour tout réel X :
9x% + 6x + 5 > (3x + 1)?
b) En déduire les positions de r par rapport a ses asymptotes.
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Exercice 18 : Lecture graphique des limites

La courbe Cr ci-contre est celle d’une fonction f
définie et continue sur R\{2}.

On sait que les droites d’équations

y=x+1,x =2ety = —1sontdes asymptotes a
la courbe C;.

1. Par une lecture graphique, déterminer :
f(x)
oo fX)+1°

a. llm f(x) et le

. X , 1 fof(x)
b. llm f(x) llmoof(x) xl—llnoo fx)—x et fff’% f(x)
2x+1)

1
2. SOIentg.x—>\/—§ eth=gof.

a. Déterminer I’ensemble de définition de h.
b. Montrer que la fonction h est prolongeable par.continuité en 2.

C. llmf(x) et llm f(

Exercice 19 : Asymptote et position relative

. Soit la fonction f définie par : f(x) = XZJ:;H

1. Déterminer les réels a, b et c tels que pourtout x = -2, f(x) = ax + b + é

2. a) En déduire I’existence d’une asymptote oblique a Cr au voisinage de +oo et -oo.
b) Préciser la position de s par rapport a cette asymptote.
c) La courbels admet-elle une@autre asymptote ? si oui la préciser.
1
4x2+1

1. Montrer que pour.tout réel strictement positif, f(x) =

I1. Soit la fonction f définie par; f(x) = x
1
4+X—2

2. Déterminer alors [im f(X) , interpréter ce résultat.

X—>+0

3. Montrerque f.est impaire, en déduire |jm f(x) .

Exercice 20
x2-3x+2
1. Soit-la fonction f définie par : f(x) = x(x-1)
Vx?2+3+ax sixe|[l; +oof
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. a) Calculer : |im f(X) et lim f(X).
Xx—0" x—0"
b) Montrer que la droite A :y = 1 est une asymptote a (s au voisinage de -c.
3. Déterminer a pour que f soit continue en 1.

Six €] —oo; 1]
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4. On prend a = -3 : Montrer que pour tout x > 1, f(x) = x( @ — 3)

a) Déduire la limite de f lorsque x tend vers +co.

3 L . L
b) Montrer que pour tout x > 1, f(x) + 2x = = &N déduire que la droite D : y = -2x est une
asymptote a s au voisinage de +oo.

Exercice 21 :

f(x) =vx*—2x+x six<0
Soit la fonction f définie sur R\ {1} par : Vsin(%)
f(x) =——% six €]0;4+00[\ {1}

x— 1
VX VX
x—1

Montrer que pour tout réel x de J0; 1[ ona: — S f(x) < -
Montrer alors que f est continue en 0.
Déterminer lim f(x), lim Vxf(x)
X—>—00 X—>+00
sinx

4. Onpose U(x) = @ V() === et W(x) = \7—; pour tout X.de ]0; +oo \ {1}

a- Montrer que pour tout x de ]0; +oo[ \ {1} ona: f(x) = W(x):(VoU)(x)
b- En déduire que f admet un prolongement par continuité-g-en 1. Expliciter la fonction g

Cc- Montrer que I’équation sin (E) =3 (\/i + %) admet au.moins une solution dans ]1; 2[
Exercice 22 :

On considere la fonction f: [0,2m] — IR définie par: vx €

10, 211] ’{f(x) = sin [xE (g)] six>0
f(0)=0

1°) Montrer que pour tout réel t,t —1 <E(t) < t.

2°) Calculer la limite quand x tend wers 0 par valeurs supérieures de la fonction définie par :
XHE(E)pOUI‘ 0<x<2m
X
En déduire la continuité de fa I’origine.
3°) Résoudre dans ]0, 2] 1’équation E (E) = 0, puis I’équation E (E) =k, avec k entier naturel

non nul . Expliciter f sur les intervalles ]gg] et ]gn] .

4°) Expliciter f sur ]ﬁf

de [0;27]

] , k décrivant N* , en déduire 1’étude de la continuité de f en tout point

5°) Pour k entier naturel strictement positif, posons y, = lim f (x)
nt

_
7%

Montrons que le point M (E, yk) appartient a une courbe (S) dont on précisera I’équation , tracer
(S) et la courbe représentative (C) de la restriction de f & ]g n] a dans un plan ou I’on a choisi un

repere orthogonal (O ,i ,j) avec ”_1)” = 4cm et ”T” =10cm .
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Exercice 23 : Une autre caractéristique de la continuité

Soit f la fonction définie sur I’intervalle [1,3] par f(x) = x* + x — 2.

1. Vérifier que la fonction f est continue en 2 .
2. Onpose h =x—2.
a) Montrer que pour tout réel h tel que |h] < 1,ona:|f(2 + h) — f(2)| < 6|h|.
b) En déduire unréel « > 0 tel quesi: |x — 2| < a alors |f(x) — 4| < 1072,
c) Le réel a est-il unique ? Sinon quelles autres valeurs de a peut-on choisir pour réaliser
I’implication précédente ?
3. D’une fagon générale démontrer que :
Ve>0,3a>0telque|x — 2| < a implique |f(x) —4| < &
Cette propriété caractéristique la continuité de la fonction f au point 2
Exercice 24 : Application du théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme : Soit a et b des réels tels que a < b et f: [a, b] = R unefonction continue sur
I’intervalle [a, b] de R. Alors f prend toute valeur intermédiaire entre f(a)et f(b). Plus
précisément :

Pour tout réel k, compris entre f(a) et f(b), il existe (@u.mains) un élément c € [a; b] tel
que f(c) = k.
Partie A : Point fixe

1) Soit f une fonction continue de [a; b] dans [a; b]. Montrer que 1’équation f(x) — x admet au
moins une solution dans [a; b]. (Poser g(x)-= f(x) — x
2) Soit f une application continue de ’intervalle [0,1]dans [0,1]

a) Prouver que la fonction g définiepar g(x) = f(x) — x est continue sur I’intervalle [0,1]
b) Prouver qu’il existe un réel xg.de [0,1] tel que f(x,) = x,

Application : f(x) = cos% sur [0,1].

Partie B : Proposée auConcours junior Polytech 2010

Soit f une fonction définie ‘et continue sur I’intervalle [0, 1] telle que £(0) = f(1)
Montrer que, pour.tout’entier non nul n, il existe un réel x, de I’intervalle [0, 1] tel que
f (20 + )= flxg)

Partie C:‘Une autre application

Soit fune fonction continue sur un segment [a, b] et soit a et § deux réels strictement positifs.
Montrer qu’il existe au moins un réel ¢ € [a, b] tel que I’on ait

af(a) + Bf(b) = (a+ B)f(c)

Partie D : Une propriété de la fonction liptschizienne

Soit f une fonction de [a; b] dans [a, b] telle que V x # y: |[f(x) — f(y)| < k|x —y| avec 0 <k <
1. Montrer que I’équation f(x) = x admet alors toujours une et une solution sur [a; b].

Exercice 25 : Equation Fonctionnelle
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Soit f une fonction f continue sur R telle que pour tout réel x : f(2x) + f(x) =0
a) Calculer £(0).
X

b) Montrer que pour tout entier naturel n :f(—) =(-D"f(x)

2
c) Montrer que f(x) = 0 pour tout réel
Exercice 26 : Equation Fonctionnelle

On cherche toutes les fonctions f définies et continues sur R a valeurs dans R telles que
Pour tout couple (x,y) deréelsonait: f(x +y) = f(x)f(y) (%)
1) Montrer que f(0) =1

2) Montrer que f(—x) = —

f(x)

et f(x—y)=% vx € R, Vy € R

3) Montrer que pour tout entier naturel nona: f(nx) = [f(x)]",Vx € R
4) Montrer que pour tout entier relatif mona: f(mx) = [f(x)]™,Vx ER
5) Montrer que pour tout rationnel rona: f(rx) = [f(x)]" ,Vx ER

6) Montrer que pour toutréel e ona: f(ax) = [f(x)]* ,Vx € R

7) Onpose f(1) = k; exprimer f(x) en fonction de x et k pour tout x réel.

Pensee :

« Le propre d’un Grand Homme est de reculer les limites du possible. Méme en quittant une
modeste place, ’homme de mérite laisse un grand vide, car la sphére de son utilité dépasse
toujours les limites de son emploi. De surcroit dans ce monde d’un jour ou tout vice est
honni, le bien est limité; le mal est infini.»
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