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Exercice 1 :

Parmi les correspondances suivantes, préciser celles qui sont des applications.

fiIR>IR  g:IR>IR )h:[2,+oo[—>IR _d)k1[0’+°°[—>'R

; , C ;
X=X X X=X X5 /X —2 Xl_)xil

a)

Exercice 2 :

. J 3x-11
Soit f I’application de IR— { 2 } dans IR définie par : f(x) = )): R

1) Soit x un réel tel que 3< x < 8.

5}
a) Encadrer successivement X — 2, ——2 et f(x).
X

b) En déduire I’image directe par f de I’intervalle [3 ; 8].
2) Déterminer I’image réciproque de : a)—5 5 b)y3 ; «¢)]-o; 1 ; d) R —{3}.
Exercice :

On considere les applications f, f,, fy, f,, f; et f; de IR\{0;1} vers lui-méme définies par :

L(0=X 5 B(0=1-%; L0)=5 f()=250 60 =20 f(x) =

X
Déterminer fof, pourd=12,..6 et j=12,..,6.

Exercice 4 :

Dans chacun des cas suivants f est une relation.
Est-elle une'application ? Est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?

2
a)f:IR—>IR:X|—>f(x):X _i b)f:IR— IR: x— f(X)=+x*-1-1
X2 +

O)fiIR—>IR: x> f(X)= Z( d)f:[0;+t0] > IR : x> f(X)=

X +1 X +1

e)f:R—]-1;1]: x> f(x)= f)f:[0;+o[ = [0;1]: x> f(X)=

X X
9) f:IR—IR: x> 2x* +3X h) f: IRXIR— IRXIR: (X, y) > (Xx—y,3+Y)

i)f: IR\{Z} - IR: XI—>X—+;
X_
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Exercice 5 :
Soit f une application de I'ensemble E :{1, 2, 3, 4} dans lui-méme définie par :

f(1)=4 f(2)=L f(3)=2 f(4)=2.
1. Déterminer Im(f) (ensemble des partiesde f ), ({1 3}) et f({3 4}).
2. Déterminer f(E), f({L4}), f7({2}) et £7({3})

Exercice 6 :
Soit I'application de R dans R , définie par : f (x)=x" .

1) Déterminer les ensembles suivants :

f((-3 1), f((-21). 1([-3-1U[-21])
et f([-3 -1]N[-21])
2) Déterminer les ensembles suivants :
f’l(]—oo, 2]), f’l([l, +oo[), f’l(]—oo, 2]ﬂ[1, +oo[)
et f‘l(]—oo, 2]U[4, +oo[)

Exercice 7 :

A) Soit f et g les fonctions définies par
f:IR — IR g:IR (= IR

2
xX°+1
X === X —2x% +1
X<+ 2

1

1. Montrer que pour toutx € IR, f(x) =1~ =0

2. Etudier la parité de f .

3. Démontrerque VxelRona: - < f(x) < 1.

4. Démontrer que Vx elRona: —1 < gof (x) < -.

5. fest-elle injective, surjective, bijective.

B) 1) Soait h'la restriction de f sur [0; +oo[ — E 1[

a) |_Montrer que h est bijective
b)  Donner sa bijection réciproque

Exercice 8 :

A) On considére les fonctions f et g définie par f(x) = Vx+ 1 etg(x) = 2x— 1
1) Détermine D¢,g puis fo g
2)Onpose h(x) =vV2x—1+1

a) Déterminer Dy,
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b) Montrer que h est bijective de E +oo[ sur [1, +oo

c)Déterminer I’expression de h™1 , bijection réciproque de
d) Montrer que Vx € [1,+o[,hoh™1(x) = x
B) Soit f I’application définie de IR vers IR par f(x) = x? + 2x
1) f est-elle surjective, injective ?
2) Montrer que h la restriction de fsur | — 1; +oo[ vers | — 1; +oo] est bijective
3) Definir sa bijection réciproque ;
Donner alors I’antécédent de 9 par f
Exercice 9 :
1) Soit f: IR — IR par f(x) = —2x% + 4x + 1.
a) Montrer que f(2 — x) = f(x) pour tout x de IR
b)f est elle injective ? Justifier .
¢)Quels sont les antécédents par fde 1 et 4 ?
d)f est-elle surjective ?
2) Soit I’application g: ]1; +oo[ > ]—o0; 3[ par g(x) = —2x% +4x + 1

Montrer que g est une bijection et expliciterg *

3) Soit la fonction h définie par h(x) = z==
a) Déterminer ’ensemble de définition de'h
b) Déterminer I’ensemble de‘définition de hog

c) Déterminer I’ensemble de définition de goh

d) Montrer que goh(x) = —? + 2x + 1 pour tout x € [4; 5]

Exercice 10 :

Soit la correspondance : f: IR - IR

X P /|1 —x%2|
1) Justifie que f est une application
2).-Soit g la restriction de f sur :[1 ; +oo[
a) Montre que g(x) =vVx2 —1
b) Détermine I’image directe par g de A = {1;2; 3}
c) Détermine I’image réciproque par g de B =]1; 4]
d) Montre que g est une bijection de :[1 ; +oo[ vers un intervalle J a préciser
e) Donne I’écriture de g *

On définit la fonction h par h(x) = %
a) Deétermine Dgoh et Dhog.
b) Explicite goh(x).
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Exercice 11 :
1) Résoudre dans R, suivant les valeurs du paramétre m, ’équation (1) : —x* + x —m = 0.
2) On considere la fonction f définie de R vers R par f(x) = —x? + x.
a) Interpréter graphiquement 1’équation (1).
b) fest-elle injective ? surjective ?
c) Montrer que la restriction k de f a I’intervalle I = E +oo[ réalise une bijection de I sur
J, a préciser. Définir k1.
Exercice 12 :

Soit f ’application de R dans R définie par f(x) = x|x|.

1) Montrer que f est une bijection de R sur R.
2) Déterminer I’application réciproque, f 1.
3) Construire, dans un repére orthonormé, les courbes représentatives de fetde f1.

Exercice 13 :

Soit la fonction de R vers R définie par f(x) = i—\/zz_j

1) a) f est-elle une application ? Pourquoi ?
b) Déterminer le plus grand ensemble D tel que f soit une application
2) a) Résoudre dans R 1’équation f(x) = y 0l y est un parametre réel
b) L’application f: D — R est-elle injective ? Surjective ?
3) a) Déterminer deux parties E et:F.de R , les plus grands possibles pour que 1’application
g:E - F,x - g(x) = f(x)soit bijective

b) Expliciter g~ (x)
Exercice 14 :

1. On considere les fonctions f et g définies par :f(x) = V4 —x et g(x) = V9 —x2
a) Déterminer les domaines de définition des fonctions fet g.
b) Déterminer le domaine de definition de gof puis calculer gof(x)

||

. Soit la fonction h définie sur IRpar  h(x) = N

Etudier la parité de la fonction h.

Montrer que pour tout réel h(x) > 0.

Montrer que pour tout réel X, h(x) est bornée.

Résoudre I’équation d’inconnue x : h(X) =y ou y est un réel positif donné
Démontrer que la fonction h est bijective de |—oo; 0 vers ]0; 1]
Déterminer sa bijection réciproque h.

. Soit k la fonction définie par k(x) =

XZ
|x|Vx2+1
a- Les fonctions h et k sont-elles égales ? justifier votre réponse.
b- Déterminer la plus grande partie E de IR sur laquelle h et k ont la méme restriction

Exercice 15 : Autour de la fonction partie entiere

1) Soith:R - Z
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x - E(x)

h est-elle injective, surjective ?

1) Soit f la fonction définie de R dans R par : f(x) = (—1)E®x + (=1)[-D™)]

1) a)Soit Vn €Z. Montrer que V x €e[n,n + 1[,ona:
fG) = (=) + (-DIEDT

b) En déduireque Vx eR f(x) =x—1louf(x) =—-x—1
c) Représenter graphiquement la restriction de f a [—6; 6]
2) a) Montrer que fn’est ni paire, ni impaire, ni périodique
b) f est-elle croissante ? décroissante ? pourquoi ?
c) f est-elle bijective ? Pourquoi ?
3) En utilisant 1-c déterminer f([—5; 5[).
Exercice 16 :

On consideére les fonctions définies par : f(x) = — et g(x). =x/x — E(x)

|x|+1

1) Démontrer Df et Dg
2) a) Démontrerque VxeR,onax—|x|—1<0etx+ [x|+1>0
En déduire que f est bornée sur R

b) Montrer g est bornée sur R
a) Montrer que f est bijective de/R sur-}— 1,1
b) g est-elle bijective de R sur [0; 1]?

Exercice 17 :
Soit les fonctions : @: R —([0;1] et h:[0;1] - [0; 1]
x> x—FE(x) x P |2x — 1]
1) Soit f = ho@. Montrer que f est une fonction paire, périodique de période 1.
2) Soit F larestriction de f a [0; %]
Démontrer que F admet une fonction réciproque F~1 dont on précisera I’ensemble de
définition et I’ensemble image.
3) .Soit g = F~lof. Démontrer que g est une fonction paire, définie sur R, périodique de
période 1.
4) 'Soit k €Z, dans les deux cas suivants, exprimer g(x) en fonction de x et k :
1 1
a) xe[k,k+5[ b)xe[k—z,k[
Exercice 18 :

On consideére la fonction f : X+ —=—= o0 E(x) désigne la partie entiére de x

JX—E(X)

1- Déterminer D f
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2- Soit k un entier relatif
a- Calculer f(X+K) pour X e Df

b- Comparer alors f(X) et f(x + k)
3- Soit neZ. On désigne par g la restriction de f a ] n;n +1[.
a- Donner I’expression de g(x) pour X € ] n;n +1[

b- Démontrer que g est une bijection de ] n;n+ 1[ sur un intervalle que 1’on déterminera

c- Déterminer alors gt
Exercice 19 :

Partie A :
Soient A et B deux points distincts du plan et f: IR — (AB)
x v f(x) = bar{(4,1); (B, %)}
1) Déterminer Df
2) Trouver I CIR et ] C (AB) pour que f:1 — ] soit bijective
Partie B :

2x
1+x2

Soit f: IR — IR par f(x) =
1)f est-elle une application ?
2) f est-elle injective ? Surjective ? bijective ?
3) Montrer que f(IR) = [—1;1]

Partie C :

Soit I’application f: IRXIR — RXIRZ(X; y) — (x — 2y ; X + 3y)

1) Montrer que f est bijective.et déterminer sa bijection réciproque.
2) Pour tout couple (X ; y) € IRXIR : déterminer fof(x).

Exercice 20 :

—x?2+1,x<0
—Vx+1,x>0

On considere ’application de IR vers IR définie par : f(x) = {

1. Déterminer fof(x).
2. Montrer que fest une bijection de IR vers IR puis calculer f~1(x).
3. On consideére I’application g de IR vers IR définie par g(x) = x? + 2x.Déterminer fog(x).
Exercice 21 :
Soit f(x) = ax®* + b|x| aveca>0 et b>0

1) Montrer que f n’est pas bijective de R dans R

2) Trouver deux ensembles I et ] de R tels que f soit bijective I dans ].
Exercice 22 :

Soita€] — 1,1] et @, ’application définie de | — 1,1 vers] — 1,1[ par: @,(x) =
1. Déterminer@_,0@,.

2. Montrer que ¢, est une bijection et déterminerq;*.
Exercice 22 :

x+a
1+ax

Soit f ’application de IN vers IN définie par :
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f(n) :g, si n est pair

f(n):nTH, si n est impair

Cette application est-elle injective ? Est-elle surjective ?
Exercice 23 :
Soit f une application d’un ensemble E vers un ensemble F et A, B deux parties de E.

1) Démontrerque : Ac B= f(A)c f(B).
2) Démontrer que: f(AuB)= f(A)u f(B).
3) a)Démontrerque: f(AnB)c< f(A)n f(B).
b) Démontrer que si f est injective, alors f(AnB)= f(A)n f(B)

4) On suppose que E = F = IR, A=[-3 ;1], B=[0 ;5] et f est définie par.;. f(x)=|x|.
Aton f(ANB)=f(A)N f(B)?
Exercice 24 : Injection, Surjection

Soit E, F et G des ensembles non vides. On considére les applications suivantes : f: E —
Fetg:F -G

1) Montrer que gof injective implique f est.injective
2) Montrer que gof injective et f surjective sur F implique g est injective
3) Montrer que gof surjective sur G impligue g surjective sur G

Montrer que gof surjective sur G et g injective’ implique f est surjective sur F

Exercice 25 : Concours Junior Polytech 2015

Soit f une application de R dans'R . On suppose que f(—1) =1 etqueVx # 0, f(x)f (i) =
1)
v(x,y) ER? fx +y) = fx)+ () (2)

1) Calculer£(0).et montrer que fest impaire
2) a) Montrer gue pour tout entiers k et pour tout réel a, f(ka) = kf (a)
b) Prouver que pour tout rationnel X, f(x) = x

3) Prouver que Vxe R, f(x?) = f(x)?

4) En déduire que f est croissante.
Exercice 26 :
Soit (Ey,) I’ensemble des fonctions y définies sur R & valeurs dans R vérifiant la relation :
Pour tout couple de réels (x,y): Y(x) — W(y) = (x2 — yHy)Y(y).

1) a) Montrer que 1 et — 1 ont méme image par .

b) Si W(0) = —1, calculer (1), Y(2) et Y (— %)
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2) Montrer que les éléments de (Ey,) sont des fonctions paires.
3) Soit fune fonction de I’ensemble (Ew) \ f(0) =a.
4) Soita < 0 et g la fonction définie sur | — oo, 0] par g(x) =

a
1—ax?

a) Deéterminer la plus grande partie E de R qui rend g surjective
b) Déterminer que g est une bijection de ] — oo; 0] sur E.
¢) Expliciter g71(x),x € E.

5) Etudier les variations de g.

Pensée :

« Soyez un élément de qualité. Certaines personnes ne sont pas habituées aun
environnement ou ’on attend ’Excellence » Steve JODS
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