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Exercice 1 : 

1) On considère les fonctions 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 définies par : 
𝑓(𝑥) = 𝑥 + |𝑥|  𝑒𝑡 𝑔(𝑥) = 𝑥 − |𝑥| 

a) 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont-elles des fonctions polynômes ? 
b) Déterminer la fonction produit 𝑓𝑔. 

2) On considère deux fonctions polynômes  𝑃 𝑒𝑡 𝑄 telles que, pour tout 𝑥, 𝑃(𝑥)𝑄(𝑥) = 0 
(le polynôme 𝑃(𝑥)𝑄(𝑥) est le polynôme nul.)  
Soit 𝑑°𝑃 = 𝑛 𝑒𝑡 𝑑°𝑄 = 𝑝. 
Prouver que 𝑃 admet au moins 𝑛 + 1 racines, ou que 𝑄(𝑥) admet au moins 𝑝 + 1 
racines. En déduire que 𝑃(𝑥) = 0 𝑜𝑢 𝑄(𝑥) = 0. 

3) Quelle propriété non vérifiée par l’ensemble des fonctions est vérifiée par l’ensemble des 
fonctions polynômes ? 

Exercice 2 : 

Dans le plan euclidien ℘, on considère trois points non alignés 𝐴, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶. 

Soit 𝑓 l’application de ℘ dans ℝ, qui à tout point 𝑀 du plan, associe le réel : 

𝑓(𝑀) = 𝑀𝐴 + 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶 

On se propose de démontrer que 𝑓 atteint un minimum qui est atteint en un seul point. 

(C’est-à-dire qu’il existe un unique point 𝑇 tel que 𝑓(𝑇) ≤ 𝑓(𝑀) pour tout point 𝑀 de ℘). 

Soient 𝑀 𝑒𝑡 𝑁 deux points distincts du plan et 𝐼 milieu de [𝑀𝑁] 

1) a) Montrer que pour tout point 𝑃 du plan distinct de 𝑀 𝑒𝑡 𝑁, on a :  
4𝐼𝑃2 = 𝑀𝑃2 + 𝑁𝑃2 + 2𝑀𝑃 × 𝑁𝑃 cos(𝑀𝑃𝑁̂)  

b) En déduire que pour tout point ℘ du plan  

𝐼𝑃 ≤
1

2
(𝑀𝑃 + 𝑁𝑃) 

     A quelle condition a-t-on l’égalité ? 

c) Montrer que : 𝑓(𝐼) <
1

2
(𝑓(𝑀) + 𝑓(𝑁)) 
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2) En déduire que si 𝑓 admet un minimum alors il est atteint en seul point. 
Exercice 3 : 

𝐴𝐵𝐶 est un triangle, 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡 𝛾 trois réels non nuls de même signe et 𝐺 le barycentre de 
{(𝐴, 𝛼); (𝐵, 𝛽); (𝐶, 𝛾)} 

Démontrer que : 

𝑎𝑖𝑟𝑒(𝐺𝐵𝐶)

𝛼
=

𝑎𝑖𝑟𝑒(𝐺𝐶𝐴)

𝛽
=

𝑎𝑖𝑟𝑒(𝐺𝐴𝐵)

𝛾
 

Exercice 4 : 

Soit 𝑓 une application de ℝ dans ℝ vérifiant : 

{
 (𝑖) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

(𝑖𝑖)  ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)          
 

On suppose de plus que 𝑓 n’est pas l’application nulle 

1. Calculer 𝑓(0)𝑒𝑡 𝑓(1). 
2. a. Montrer que 𝑓 est impaire  

b. Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℤ, 𝑓(𝑛) = 𝑛. 

      3. Soit 𝑛 ∈ ℤ. Exprimer 𝑓 (
1

𝑛
) en fonction de 𝑓(𝑛) 

      4. Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℚ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 

      5. On suppose qu’il existe 𝑎 ≠ 0 tel que 𝑓(𝑎) = 0. Montrer que ∀ 𝑥 ∈

ℝ, 𝑓(𝑥) = 0. En déduire  ∀𝑎 ∈ ℝ, 

𝑓(𝑎) = 0 ⟹ 𝑎 = 0 

6. Montrer que 𝑓 est injective  
7. Montrer que : ∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 > 0 ⟹ 𝑓(𝑥) > 0 
8. En déduire que 𝑓 est strictement croissante sur ℝ. 

Pensée : « Les mathématiques sont l’étonnante alchimie par laquelle les nombres se combinent 
aux lettres pour rendre clair l’obscure. » 
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