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Exercice 1 :

1) On considere les fonctions f et g définies par :
fl) =x+|x| et g(x) = x — |x|

a) f et g sontelles des fonctions polynomes ?
b) Déterminer la fonction produit fg.

2) On considére deux fonctions polynomes P et Q telles gue, pour tout x, P(x)Q(x) = 0
(le polynome P(x)Q(x) est le polynome nul.)
Soit d°P = n et d°Q = p.
Prouver que P admet au moins n + 1 racines, ou que Q(x) admet au moins p + 1
racines. En déduire que P(x) = 0 ou.Q(x)= 0.

3) Quelle propriété non vérifiée par l'ensemble des fonctions est vérifiée par 'ensemble des
fonctions polynomes ?

Exercice 2 :

Dans le plan euclidien £, on considéve trois points non alignés A, B et C.
Soit f Uapplication de go dans R, qui a tout point M du plan, associe le réel :

F(M) = MA + MB + MC

On se propose de démontrer que [ atteint un minimum qui est atteint en un seul point.

(Clest-a-dire. qu'ilexiste un unique point T tel que f(T) < f(M) pour tout point M de §0).

Soient Met’N deux points distincts du plan et I milieu de [MN]

). a) Montrer que pour tout point P du plan distinct de M et N, on a :
4]P? = MP? + NP? + 2MP x NP cos(MPN)
b) En déduire que pour tout point § du plan

1
IP <= (MP + NP)

A quelle condition a-ton U'égalité ?

c) Montrer que : f(I) < %(f(M) + f(N))
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2) En déduire que si f admet un minimum alors il est atteint en seul point.

Exercice 3 :

ABC est un triangle, @, f et y trois réels non nuls de méme signe et G le barycentre de
{(4,2); (B, B); (C,¥)}
Démontrer que :
aire(GBC) aire(GCA) aire(GAB)
« B ¥

Exercice 4 :

Soit f une application de R dans R vérifiant :

{ O Vx,y) ER? fx +y) = f(x) £
(i) V(x,y) € R?, f(xy) = f(x)f ()

On suppose de plus que f n’est pas Uapplication nulle

1. Calculer f(0)et f(1).

2. a. Montrer que f est impaire
b. Montrer que pour tout n € Zif (n) = n.

3. Soit n € Z. Exprimer f( ) en fonction de f(n)

1
n
4. Montrer que pour tout X € Q, f(x) = x

5. On suppose qu'ilexiste-a # 0 tel que f(a) = 0. Montrer que V x €
R, f(x) = 0. En déduire’ Va € R,

fla)=0 =a=0

6. Montrerque f est injective
7. Montrerque : Vx ER,x>0= f(x) >0
8.: En-déduire que f est strictement croissante sur R.

Pensée : « Les mathématiques sont ['étonnante alchimie par laquelle les nombres se combinent
aux lettres pour rendre clair 'obscure. »
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