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INB : Ce sujet est concu comme soutien aux olympiades.
Exercice 1 :
Soit P un polynome de degré n,n > 1.

1) Montrer que si P a n racines distinctes @4, ..., Ay, alors ilexiste un polynome Q tel que
Vx€ER onait: P(x) =(x —a)(x —ay) .. (x'—a,)Q(x)
2) En déduire que tout polynome de degré n a au plus n racines distinctes.
3) Existe-t-il un polynome P non nul tel que V x%.# 0 ,xSP(\/xz + 1) =P(x—1) et
tel que 1 soit racine de P.
Exercice 2 :

Déterminer un polynome P unitaire de degré 3, divisible par (x — 1) et ayant le méme reste
dans les divisions euclidiennes (x — 2),(x — 3) et (x — 4).

Exercice 3 :

Résoudre en discutant suivant les valeurs de m :

m+1
x?—-2x—-1<0
m-—1

Exercice 4 :

Montrer que x> + y3 + z3 — 3xyz est divisible par x + y + z.

Déterminer le quotient.
Exercice5 :

Les nombres a, b et ¢ n’étant pas nuls, on considére le systéme suivant :

x+y= (1D
x?+y2=>%(2)
x3+y3=c3(3)
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1) Quelle condition doitil exister entre les nombres a,b et ¢ pour que le systéme soit
compatible ?
2) Cette condition étant satisfaite, résoudre le systéme.
Exercice 6 :

On consideére I'équation de degré n. (Ay # 0)
fx) = A xt+ A x™ 1+ -+ Ajx + A,
Dont on désigne les racines, distinctes ou confondues, par a4, a,, ..., Q.

Montrer que I'équation F(X) = 0, obtenue en faisant le changement d’inconnué x*="X
dans 'équation f(x). f(—x) = 0, n’est autre que I'équation qui admet conimewracines les
carrés des racines de 'équation f(x) = 0.

Application :

Former [équation en X qui admet comme racines les carrés de I’équation
fx)=(m—1x*-2mx+m+1=0.

Exercice 7 :

Soit P(x) = 2m — 1)x? — 2(m + 4)x +5m +2

Comparer &« = —1 et f = 1 aux racines de.P(x).

Exercice 8 : Polynéme réciproque

. ~ yé ’ ’ by ¢ 1
Soit P(x) un polynéme rééiprogue de degré n, c’est-c-dive pour tout x non nul, P =
X

, . . 1 . .
1) Démontrex quie si & est une racine non nulle de P, alors = est aussi une racine de P.
a

2) Démontrerquie si le degré de P est impair, alors —1 est une racine
3) Trouwer la formule générale des polynomes réciproques de degré 1, de degré 2.
Exercice 9 :

Soit-x la-fraction continue définie par :

x=a+ ,a>0etb>0

b + 11
at+——7—
b+a+...

a) Montrer que X est solution de 'équation bx? — abx — a = 0.
b) En déduire une écriture sous forme de fraction continue de x dans les cas suivants :
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(D):x=1++V3 (i)x=

Exercice 10 : (Inégalité triangulaire)

Soit ABC un triangle. On désigne par A', B' et C' les milieux respectifs de
[BC], [CA] et [AB]

Et par p le périmeétre de ce triangle. Pour tout point M intérieur au triangle ABC ' démontrer

que

a) MB+ MC < AB +
AC (utiliser le point d'intersection de (BM )et (AC)).

b) MA+ MB +MC<p o) MA+ MB + MG>-p
d) AA' + BB' +CC' >2p ¢) AA" + BB’ +€€6-< p

Pensée :

« Ce n’est pas parce que les choses sont difficiles qu’'on n’ose pas le faire. Clest parce qu’on n’ose

pas lesfaire'qu’elles sont difficiles » Henri Gougaud.
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