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NB : Ce sujet est conçu comme soutien aux olympiades. 

Exercice 1 : 

Soit 𝑃 un polynôme de degré 𝑛, 𝑛 ≥ 1. 

1) Montrer que si 𝑃 a 𝑛 racines distinctes 𝑎1, … , 𝑎𝑛 alors il existe un polynôme 𝑄 tel que 
∀ 𝑥 ∈ ℝ, on ait : 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2) … (𝑥 − 𝑎𝑛)𝑄(𝑥) 

2) En déduire que tout polynôme de degré 𝑛 a au plus 𝑛 racines distinctes. 
3) Existe-t-il un polynôme 𝑃 non nul tel que ∀ 𝑥 ≠ 0  , 𝑥5𝑃(√𝑥2 + 1) = 𝑃(𝑥 − 1) et 

tel que 1 soit racine de 𝑃. 
Exercice 2 : 

Déterminer un polynôme 𝑃 unitaire de degré 3 divisible par (𝑥 − 1) et ayant le même reste 
dans les divisions euclidiennes (𝑥 − 2), (𝑥 − 3) 𝑒𝑡 (𝑥 − 4). 

Exercice 3 : 

Résoudre en discutant suivant les valeurs de 𝑚 : 

𝑚 + 1

𝑚 − 1
𝑥2 − 2𝑥 − 1 < 0 

Exercice 4 :  

Montrer que 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 est divisible par 𝑥 + 𝑦 + 𝑧. 

Déterminer le quotient. 

Exercice5 : 

Les nombres 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 n’étant pas nuls, on considère le système suivant :  

{

𝑥 + 𝑦 = 𝑎       (1)

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑏2 (2)

𝑥3 + 𝑦3 = 𝑐3 (3)
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1) Quelle condition doit-il exister entre les nombres 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐  pour que le système soit 
compatible ? 

2) Cette condition étant satisfaite, résoudre le système. 
Exercice 6 : 

On considère l’équation de degré 𝑛. (𝐴0 ≠ 0) 

𝑓(𝑥) =  𝐴𝑛𝑥𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝐴1𝑥 + 𝐴0, 

Dont on désigne les racines, distinctes ou confondues, par 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛. 

Montrer que l’équation 𝐹(𝑋) = 0, obtenue en faisant le changement d’inconnue 𝑥2 = 𝑋 
dans l’équation 𝑓(𝑥). 𝑓(−𝑥) = 0, n’est autre que l’équation qui admet comme racines les 
carrés des racines de l’équation 𝑓(𝑥) = 0. 

Application :  

Former l’équation en 𝑋 qui admet comme racines les carrés de l’équation 

𝑓(𝑥) = (𝑚 − 1)𝑥2 − 2𝑚𝑥 + 𝑚 + 1 = 0. 

Exercice 7 : 

Soit 𝑃(𝑥) = (2𝑚 − 1)𝑥2 − 2(𝑚 + 4)𝑥 + 5𝑚 + 2 

Comparer 𝛼 = −1 𝑒𝑡 𝛽 = 1 aux racines de 𝑃(𝑥). 

Exercice 8 : Polynôme réciproque 

Soit  𝑃(𝑥) un polynôme réciproque de degré 𝑛, c’est-à-dire pour tout 𝑥 non nul, 𝑃 (
1

𝑥
) =

1

𝑥𝑛
𝑃(𝑥) 

1) Démontrer que si 𝛼 est une racine non nulle de 𝑃, alors 
1

𝛼
 est aussi une racine de 𝑃. 

2) Démontrer que si le degré de 𝑃 est impair, alors −1 est une racine  
3) Trouver la formule générale des polynômes réciproques de degré 1, de degré 2. 

Exercice 9 : 

Soit 𝑥 la fraction continue définie par : 

𝑥 = 𝑎 +
1

𝑏 +
1

𝑎 +
1

𝑏 +
1

𝑎 + ⋯

, 𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝑏 > 0  

a) Montrer que 𝑥  est solution de l’équation 𝑏𝑥2 − 𝑎𝑏𝑥 − 𝑎 = 0. 
b) En déduire une écriture sous forme de fraction continue de 𝑥 dans les cas suivants : 
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(𝑖): 𝑥 = 1 + √3      (𝑖𝑖) 𝑥 =
3 + √21
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Exercice 10 : (Inégalité triangulaire)  

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle. On désigne par 𝐴′, 𝐵′ 𝑒𝑡 𝐶′ les milieux respectifs de 
[𝐵𝐶], [𝐶𝐴] 𝑒𝑡 [𝐴𝐵] 

 

 

Et par 𝑝 le périmètre de ce triangle. Pour tout point 𝑀 intérieur au triangle 𝐴𝐵𝐶 , démontrer 
que  

a) 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶 < 𝐴𝐵 +

𝐴𝐶 (𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑠𝑒𝑟 𝑙𝑒 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑑′𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 (𝐵𝑀)𝑒𝑡 (𝐴𝐶)). 

b) 𝑀𝐴 + 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶 < 𝑝              c) 𝑀𝐴 + 𝑀𝐵 + 𝑀𝐶 >
1

2
𝑝 

d) 𝐴𝐴′ + 𝐵𝐵′ + 𝐶𝐶′ >
3

4
𝑝           e) 𝐴𝐴′ + 𝐵𝐵′ + 𝐶𝐶′ < 𝑝 

 

 

 

Pensée : 

« Ce n’est pas parce que les choses sont difficiles qu’on n’ose pas le faire. C’est parce qu’on n’ose 
pas les faire qu’elles sont difficiles » Henri Gougaud. 
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