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Exercice 1 : (4,5 points)
1. Soient a, b, c et d des entiers relatifs.
a) Démontrer quesia=b [7] et c=d[7], alors ac=bd [7].
b) Démontrer que pour a et b non nuls, si a= Db [7], alors pour tout entier naturel.p;
a"=b"[7].
2. Si on suppose qu’aujourd’hui ¢’est Mercredi, alors quel jour de la semaine sera-t-on dans 25
ans ? (On admet qu’une année est égale a 365 jours).
3. Soit a un entier naturel non divisible par 7. Montrer que a®= 1'[7].
4. On appelle ordre de a modulo 7, le plus petit entier naturel k'nen.nul tel que :
a¥=1[7]. Onnote ord(a) =k.
a) Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6'park verifie: a"=1 [7].
b) En déduire que k divise 6. Quelles sont les valeurs possibles de k ?
¢) Donner 1’ordre modulo 7 de tous les entiers a'compris entre 2 et 6.
5. A tout entier naturel n, on associe le nombre “An= 2" +3" +4" +5" +6",
Déterminer le reste de la division euclidienne de Azo17 par 7.

Exercice 2 : (3,5 points)
Les guestions 1. et 2. Sont indépendantes.
1. E et F sont deux points distincts dun cercle ~~ de centre O.
Soit (A) la tangente a 7 ‘en E.
a) Montrer que pour tout point M de  distinctde Eet F,on a:
2(ME, MF) = (OE,0F) (2m).
b) Montrer quepour tout point T de (A) distinct de E, ona:
2(ET,EF) = (OE,0F) (2m).
Montrer que la réciproque est vraie.

2. ABC est un triangle rectangle en A tel que (§5 _ET/T) = % (2m).
Soit'H le projeté orthogonal de A sur (BC) et I et J les milieux de [AB] et [BC].
(i) Montrer que les points A, I, J et H sont cocycliques.
(ii) Soit (I') ’ensemble des points M du plan tels que : (m, W) = g (2m).
a) Justifier que le point C appartient a (I'). Déterminer et construire (I).
b) Montrer que le symétrique A’ de A par rapport a H, appartient a (T').

Probleme : (12 points)
Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, I, J), d’unité graphique 3cm.

Partie A
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On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = In(e* + e™) et on désigne par (G)
sa courbe représentative dans le repere.

1. a) Déterminer la limite de g en +oo.

b) Démontrer que pour tout x = 0, ona g(x) = x + In(1 + e~2*). En déduire que la courbe ()
admet comme asymptote la droite (D) d’équation y = X.

c) Etudier la position relative de (G) par rapport a (D).

2. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation. Construire (G).

Partie B

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = In(1 + e~%¥) et F la primitive de f sur

[0 ; +oo[ qui s’annule en 0. On ne cherchera pas a calculer F(X).

1. Etudier le sens de variation de F sur [0 ; +oo].

2. a) Démontrer que pour tout réel positif t, on a : ﬁ <In(1+¢t)<t.

b) En déduire que pour tout x > 0, 1;2_; < f(x) <e 2.

3. Démontrerque : Vx € [0; +oo[ , % In2 — %ln(l +e ) < F(x)r< % Y %e‘zx.
4. Démontrer que F admet, en +oo, une limite finie £ que I’on encadrera.
Partie C
Soit (u,) la suite définie, pour toutn € N, par : u,, = F(n4 1) =F(n).
1. Montrerque: Vn €N, u, =0.
2. Soit n € N. En appliquant I’inégalité des accroissements finis a F sur [n,n + 1], montrer que :
In(1+e72"2) <u, <In(1+e™2").
3. Déterminer la limite de (u,,).
4. Pour tout entier naturel n, on pose S,, = Xk Uk
Exprimer S,, a I’aide de F et de n. La suite.(S,,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?
Partie D
On se propose dans cette partie d’étudier la suite de nombres réels (v,), définie par :

v =1 +§

Upy1 = (1 + en1+1) Uy AV =21
1. a) Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1, v, > 0.
b) Montrer que la.suite (v,,) est strictement croissante.
c) Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 1,

1 2 3 n
g, = (5)+7 () +7 () ++7(3) ©
2. En montrant que pour tout réel ¢t € [0; +oo[, t— %tz < In(1 + t) < t, déduire que pour tout
réel positif x : e ™ — %e‘zx <f (g) <e™* (2
3. On’pose, pour tout entiern > 1:
1 1 1 1 1 1 1 1
An=;+e—2+e—3+"'+e—n et Bn:e_2+;+e_6+“.+e7'
a) Simplifier A,, et B,,.
b) A I’aide des relations (1) et (2), montrer que : A, — %Bn <Ilnhv, <A,.
c) En déduire que la suite (In v,,) est majorée.

4. a) Montrer que la suite (v,,) est convergente. On note A sa limite.

. 2e+1 L
b) Montrer que : 22D <InA< -
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